Analysis 11

by dcamenisch

Differenzialgleichungen

Gegeben F', eine Funktion von z,y, und die Ableitung von vy,
wobei y selbst eine Funktion ist. Dann ist die Gleichung der
Form

F(z,y,y,...,y™) = bla)

eine gewdhnliche Differenzialgleichung (kurz DGL / ODE)
von Ordnung n. Alternativ:

¥ +an_1y™ Y 4+ tary’ + aoy = b(a)

wobei die Koeffizienten ag, . .., an—1 komplexwertige Funktionen
auf I C R sind (kénnen von y abhéngig sein). Wenn b(z) = 0,
dann ist das DGL homogen, sonst ist es inhomogen.

. J

Eine Differenzialgleichung ist linear wenn F' als eine lineare
Kombination von den Ableitungen von y geschrieben werden kann:

b(z) = fjam) -y
=0

wobei a;(z) und b(z) stetige Funktionen sind.
Erkennen von linearen ODE:

(1) keine Koeffizienten vor der héchsten Ableitung

(2) alle Koeffizienten sind stetige Funktionen

(3) keine Produkte von y oder deren Ableitungen

(4) keine Potenzen von y oder deren Ableitungen

(5) keine Funktionen die von y oder deren Ableitungen abhiangen

Die Menge S der Losungen von f zu einem DGL, ist eine Teilmenge des
Raums der komplexwertigen Funktionen auf I, mit der Dimension n. Im
Allgemeinen sind solche Losungen nicht eindeutig, nur mit
Anfangsbedingungen koénnen wir eine eindeutige Losung erhalten. Ein
DGL der Ordnung k benétigt k& Anfangsbedingungen fiir eine eindeutige
Losung.

So ist die Menge der Losungen zum homogenen DGL. Fiir ein
beliebiges b ist die Menge der Losungen gegeben durch
Sy ={fn + fp | fn € So} wobei f, eine partikular Losung ist.

Lineare DGL von Ordnung 1

Betrachten wir lineare DGL von der Form:
Y + a(z)y = b(z)
(1) Zuerst 16sen wir das homogenen DGL:

Y +a(x)y=0

’

vo_ —a(z)
Yy
In(y) = —A(z)+C
y = e A@ITC — 4 7A@ L e

Bemerke, dass wenn f eine Losung ist, muss auch z - f,Vz € C
eine Losung sein.

(2) Nun finden wir eine partikulér Losung f, : I — C so dass
fp + a(z) fp = b(x). Dazu verwenden wir ” Variation der
Konstanten” oder ”fundiertes Raten”.

Das Anfangswertproblem mit f(zo) = yo hat eine eindeutige Losung,

gegeben durch f(z) = yo - eA(0) =A@,

Fundiertes Raten

Wenn b(z) von einer bestimmten Form ist, versuchen wir folgende fp:

b(z)
a-e*”
asin(Bx) or bcos(Bx)
ae®” sin(Bz) or be*” cos(Bz)
Py (z)e™”
P, (x)e“" sin(Bz)

P, (z)e“” cos(Bz)

Raten
b-e*”
csin(Bx) + dcos(Bx)
eT (c sin(Bz) + dcos(ﬁz))
R, (x) - 7
er (Rn(a:) sin(Bz) + Sn(z) cos(ﬁa:))

¢*” (R («) sin(8x) + Sy (x) cos(Ba))

(1) Wenn b(z) eine Linearkombination der Basisfunktionen ist, so
versuche eine Linearkombination.

(2) Wenn die geratene Losung die selbe ist wie die homogene Lésung,
so versuche sie mit ™ zu multiplizieren, wobei m die
Vielfachheit der Wurzel ist.

Variation der Konstanten

(1) Nimm an f, = z(z)e” ) fiir eine Funktion z : I — C
(2) Wir setzen dies in die Gleichung ein und schauen was z sein kann
y' +a(@)y = b(x)
= z/(at)e*A(z) = b(z)

Daraus folgt, dass:

Daher erhalten wir f, = J:O b(t)eA(t)dt Le—Ax)

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Betrachten wir DGL von der Form:

™ +an_1y®™ Y 4t aiy + aoy = b(x)

wobei ag, ...,an—1 € C konstant sind und k > 1. b(x) ist weiterhin eine
stetige Funktion. Die Menge der Losungen S ist somit ein C-Vektorraum
mit dim(S) = k.

Wir suchen zuerst die homogenen Loésung. Dafiir nehmen wir an, dass
die Lésung von der Form e*® ist. Nun kénnen wir das charakteristische
Polynom 16sen:

PN = ARer® + ak,lkkflexz “+ -+ aoexz =0
=0=XFar AT+ 4ap
Die Nullstellen von P(\) sind Eigenwerte, \;, mit dazugehoriger

Multiplizitit m,.. Nun spannen die Funktionen f; , : & — z"e*é® den
Raum der Losungen S auf.

Falls A = 8 + vi eine komplexe Nullstelle von P()) ist, so ist auch

X = B — i eine Nullstelle. Daher sind f; = e)‘f' und f; = e*® Lésungen
und koénen durch eine Linearkombination von f; = e”% cos(yz) und

fo = €% sin(yz). ersetzt werden.

Falls y(k) + ak,ly(k_l) + -+ 4+ apy = 0 reelle Koeffizienten hat, so fiithrt
jedes paar von komplex konjugierten Nullstellen 8; £ ;i mit
Multiplizitdt m; zu einer Loésung

z'ePi® (cos('yj:r) + isin(wz)) fir 0 <1< m;

Um eine partikular Losung zu finden, konnen wir wieder ”fundiertes
Raten” oder ”Variation der Konstanten” verwenden. Wir verwenden
”Variation der Konstanten”, wenn k = 2 und die RHS ”unschén” ist,
dies funktioniert dann wie folgt:

(1) Nimm an, dass die homogene Losung fj, = z1 f1 + 22 f2 ist
(2) Versuche nun f, = z1(x)f1 + z2(x) f2
(3) Lose das folgende System

zi (@) f1 + 25 (@) f2 = 0
2 (@) f1 + z3(2) f5 = b(x)
Hierbei gehen wir wie folgt vor, wobei z¢g € X:

W(z) = fi(2)fs(z) = f2(2)f1(z) #0
= z; = —fab ,z; = 7$b

w
¢ f2(8)b ()
Wdt + fQ(w)

e f1(1)b(t)

O

= fo(e) = —1(@) |

x( xQ

Ableitungen in R"

Ein Monom von Grad e ist eine Funktion

d d
JTp) >zl

e=di+...+dy

(1, ...

Ein Polynom mit n Variablen von Grad < d ist eine endliche
Summe von Monomen mit Grad e < d.

Konvergenz

Ahnlich zu Funktionen in R kénnen wir auch die Konvergenz fiir
Funktionen f in R™ definieren. Aber zuerst repetieren wir ein paar
Begriffe der Linearen Algebra:

(1) Skalarprodukt: < z,y >= > x; - y;
i=0

(2) Euklidische Norm: ||z|| := (/22 + - + 22
Die euklidische Norm hat folgende Eigenschaften:
(1) ||z|] > 0, ||z|| = 0 genau dann wenn = = 0
(2) 1| = Al [|], VA € R
(3) Iz +yll < ll=|l + [yl (A-Ungleichung)
(4) | <a,y>][< [l [lyll



Nun kénnen wir Konvergenz definieren:

Sei (zk)ken, xx € R™. Die folgenden Definitionen sind dquivalent
fir limg 00 T = y.

(1) Ve > 03N > 1sodass Vk > N

(2) Fiir jedes i, 1 < 4 < n konvergiert die Folge (2, ;)x von
reellen Zahlen nach y;.

llze —yll <e

(3) Die Folge der reellen Zahlen ||z — y|| konvergiert nach 0.

Sei f: X CR"™ - R™ und 2o € X, y € R™. Wir sagen f hat den Limes
y fir x — x¢p wenn z # z¢ und etwas der Folgenden zutrifft:
(1) Firallee > 036 >0s.t. Vo € X, x # ¢ so dass ||z — xo|| < J
gilt || f(z) —yl| <e.
(2) V Folgen (zg) in X mit limxy = zo und xx # xo konvergiert die
Folge f(x)) nach y.

Stetigkeit

Sei f: X CR™ — R™ und zg € X. Wir sagen f ist stetig in zo falls
einer der Folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(1) Ve > 035 >0sodass Ve € X, ||z —zol| <5 =
[17(z) = f(zo)ll <e.
(2) V Folgen (zr) in X mit limxy, = zo gilt lim f(xx) = f(limxy).
f ist stetig in X falls f fiir jeden Punkt x¢o € X stetig ist. Folgende
Eigenschaften gelten.
1) fle==1,...,2n) = (f1(z),..., fm(x)) und f; : R" — R, dann
gilt f:R™ — R™ stetig < f; Vi = 1,...,m sind stetig.
(2) Lineare Funktionen z — Az und Polynome sind stetig.
(3) Summen und Produkte von stetigen Funktionen sind stetig.

(4) Funktionen von unterschiedlichen Variablen sind stetig, falls alle
Variablen stetig sind.

(5) Verkniipfungen von stetigen Funktionen sind stetig.

Sandwich Lemma

Wenn f, g, h : R™ — R Funktionen sind mit f(z) < g(z) < h(z),Vz € R™,
so gilt:
lim f(z) = lim h(z) = L = lim g(z) = L

Definition von Mengen

Eine Menge X C R" ist beschrénkt, falls die Menge {||z|| | z € X}
beschréankt ist in R.

IR>0,Vz e X :||z||<R
Eine Menge X C R" ist abgeschlossen, falls jede Folge (zk)ren C X die
in R™ konvergiert, zu einem Punkt in y € X konvergiert. Hier ist es
hilfreich sich eine Ball vorzustellen. Fiir Gegenbeispiele wird oft % oder
< gebraucht.

Eine Menge ist kompakt, falls sie beschrankt und abgeschlossen ist.

: R — R™ ist genau dann stetig, falls das Urbild jeder
abgeschlossenen Menge C R™ stetig ist. Achtung: Die impliziert
weder Kompaktheit noch Beschranktheit!

Eine Menge X C R" ist offen, wenn ihr Komplement R™ \ X
abgeschlossen ist. Dies ist &quivalent zu Vx € X, 3r > 0 so dass
{y €R" | |ly —z|| <r} = Br(z) C X.

Hier einige Beispiele:

(1) (a,b) CR ist offen.
la,b) C R ist weder offen noch abgeschlossen.
R™ und 0 sind beide offen und abgeschlossen.
(a1,b1) X (az,b2) C R? ist offen.

Urbilder von von offenen Mengen sind unter stetigen Abbildungen
offen (gilt auch fiir abgeschlossen).

Eine Menge X C R" ist Konvex, falls Vz,y € X : Az + (1 — Ay € X gilt.

Bolzano-Weierstrass

Jede beschrankte Folge in R™ hat eine konvergente Teilfolge.

Min-Max Theorem

Sei X C R", X # 0 eine kompakte Menge und f : X — R eine stetige
Funktion. Dann ist f beschrinkt und ein globales Maximum =1 und ein
globales Minimum x~ existieren, so dass

+\ e
f(z )7:1611;)‘(06), f@7) = inf f(x)

Partielle Ableitungen

Eine partielle Ableitung der Funktion f : X C R™ — R, wobei X offen
ist, erhdlt man, indem man alle Variablen bis auf eine als konstant
betrachtet und dann nach der einen Variable ableitet.

Of _ iy F@oa, om0y h . Ton) — flzo)
Oxo, h—0 h
Wenn f: R" — R™ fiir zg € R" so ist
Of1(xo)/0z;
Of(zo) _ .
ox :

Eigenschaften von partiellen Ableitungen sind (angenommen die partielle
Ableitung von f, g existiert fiir ;)

(1) 0;(f +9) = 9;(f) + 99
(2) 9;(F-9)=9;(f)-9+0;(9)-f)
(3) wenn g # 0: 9 (f/g) = LT Palo]
Kettenregel fiir partielle Ableitungen.
Sei f:R™ — R™ und g : R™ — R, wobei f eine Funktion von n

Variablen ai, ..., a, ist und g eine Funktion von m Variablen b1, ..., by,.

Nun ist F(a) = (go f)(a) = g(f(a)):
aaiF = Bblg . aaif + ...+ abmg . aaif

Jacobi Matrix

Sei f: X CR™ — R™ und X eine offene Menge. Die Jacobi Matrix ist
eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten:

dfi
,]f = (amj )11§L§<r7n
sisn

| Gradient ]

Die Jacobi Matrix einer Funktion f : X C R™ — R ist ein Vektor, der oft
mit V f bezeichnet wird. Die geometrische Interpretation ist ein
Vektorfeld, definiert durch V f, das die Richtung und Magnitude des
grossten Wachstums von f angibt.

Divergenz

Die Divergenz einer Funktion f ist die Spur der Jacobi Matrix von f.

div(f)(zo) = Tr(Js(20)) = D> (J5)is
=0

Differenzierbarkeit

Sei X C R™ — R™ eine Funktion, g € X mit X offen. Wir sagen f ist
differenzierbar an der Stelle z( falls eine lineare Abbildung L : R" — R™
(d.h. eine m x n Matrix L) existiert so dass Vzg +v € X:

f(zo +v) = f(zo) + L(v) + R(zo, v)
[[R(zo, v)I| _
[[v]]

Wir schreiben df (zg) = L. Wenn f fir alle zp € X differenzierbar ist, so
ist f auf ganz X differenzierbar.

0

lim
v—0

Seien f, g differenzierbar im Punkt z¢ € X so gilt:
(1) f ist stetig im Punkt zo
(2) f hat alle partiellen Ableitungen am Punkt zo und die Matrix die
die lineare Abbildung df (zo) : © — Az représentiert ist die Jacobi
Matrix von f am Punkt zg, d.h. A = J¢(zo) (nur =)
(3) d(f + g)(xo) = df (z0) + dg(wo)
(4) Wenn m =1 so ist f - g differenzierbar und falls g # 0 f/g auch.
(5) Wenn f: X —Y,g:Y — R™ beide differenzierbar sind, so gilt
d(go f)(zo) = dg(f(xo)) - df (xzo). Weiter ist
Jgor(wo) = Jg(f(20)) - T (o).
Zuletzt gilt:

Vi,30; und 0; stetig = f ist differenzierbar mit df = Jy
Um zu beweisen, dass eine Funktion im Punkt zo differenzierbar ist,

zeigen wir dass:
If (@) — flzo)l _

=0
=20l = wol]

Tangentialraum

Der Tangentialraum eines Graphen f am Punkt z( ist bestimmt durch
den Graphen g(z) = f(zo) + df (zo)(z — z0).-

Richtungsableitungen

Die Richtungsableitung von f : X — R™, wobei X offen und zo € X ist,
in die Richtung v € R", ist definiert als:

o f@ottov) = f(zo)
w = lim ———m = =
t—0 t

df (zo) - (v)

Falls v = e; so gilt w = 9; f(xo).

Ho6here Ableitungen

Wir brauchen Ableitungen von hdhere Ordnung fiir Taylor Polynomen
und um Maximas und Minimas zu bestimmen.

Sei X C R" offen, f: X — R™. Wir sagen f ist eine Funktion der Klasse
C! falls f auf X differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen stetig
sind. Wir sagen f € C*F fiir k > 2 wenn f differenzierbar ist und fiir alle
partiellen Ableitungen gilt 0, f :€ Cck—1. Weiter, f ist glatt oder in C*®
falls f € C*, Vk.



Partielle Ableitungen (bis zur Ordnung k) auf einer offenen Menge X
sind kommutativ. Beispiel:

’f _ 9°f
8@83:1 B 612j8$i

Polynome sind in C°°(R"™, R).

[ Hesse-Matrix]

Sei f : R™ — R. Die Hesse-Matrix ist eine n X n symmetrische Matrix,
die die zweite Ableitung definiert.
9 f (o)

Hesss(wo) i= Ox;0x; )1<‘ i<
i0zj /1<ij<n

Taylor Polynome

Sei kK > 1 und f : X — R ist eine Funktion der Klasse C* auf X, sei
xo € X fix. Das k-te Taylor Polynom von f am Punkt x(, ausgewertet
am Punkt z ist das Polynom in n Variablen vom Grad < k:

Ty f(y; o) = fwo) + s f(wo) - yi + ..
i=1
1 O f(xo) oy

mn Y1
ox, ™

+

Yn "
| 1 5.1 e In
gt =k mayl...omp! Ozt
Wobei die letzte Summe iiber alle Tupel von n nicht-negativen ganzen
Zahlen geht, wobei die Summe k ist und y = £ — 9. Wir kénnen die
Notation vereinfachen, indem wir fiir den Multi-Index

m = (m1,...,my), folgende Notationen einfiithren:
m! =mq! - my!
Im| =m1+ ... +m,
yr =y ey
6;"f = mBL‘fm
Ozt Oz

Nun erhalten wir folgende Notation:

1 oom ,
Tef(yimo) = » — 05" f(zo) -y
|m|<k m:
Zum Schluss, wenn f € C* fiir 2o € X, so haben wir
f(z) = Tu(z — z0; o) + Ex(f, z,w0)
Ex(f,z, o)
o= ||z — @ ¥
Beispiele: (k =1, k = 2)
T f(z;z0) := f(z0) + Vf(zo) -

To f(x;x0) := T1 f(z;20) + % (@ — o) " - Hessy(wo) - (x — o)

Kritische Punkte

Ein Punkt z¢ € X wofiir V f(zo) = 0 ist ein kritischer Punkt. Falls f
in der Klasse C? ist, so ist ein Punkt nicht-degeneriert, falls
det(Hess ;(xo)) # 0

(z — z0)

| Extremal

Wenn f : X — R differenzierbar ist auf dem Inneren von X', wobei X
kompakt ist, so existieren globale Extremalstellen von f. Diese sind
entweder kritische Punkte von f oder befinden sich auf dem Rand von X.

Lokale Extrema

Sei f : X C R™ — R differenzierbar und X eine offene Menge. Wir sagen
zo € X ist ein lokales Maximum (Minimum) falls wir eine Umgebung
B, (z0) = {z € R" | ||z — z¢0|| <7} C X finden kénnen mit:

Va € Br(zo) f(z) < (2)f(20)
Alternativ wird auch von einem Hyperkubus C(z¢,r) gesprochen. Weiter
gilt:
zo € X ist ein lokales Extrema = V f(zo) =0

Falls ein kritischer Punkt weder ein lokales Minimum, noch ein lokales
Maximum ist, so nennen wir ihn einen Sattelpunkt.

Globale Extrema

Sei f : K — R mit K kompakt, dann existiert ein globales Extrema von
f und es ist entweder ein kritischer Punkt oder am Rand von K. Um
solch ein Extrema zu bestimmen, teilen wir K in sein Inneres X und
seinen Rand B auf. Danach gehen wir wie folgt vor:
Bestimmen der kritischen Punkte von X (1)
Bestimmen der Minimas und Maximas von f|p (2)
Beim iiberpriifen von X kann wie zuvor vorgegangen werden. Das

Uberpriifen des Randes ist ein Problem der Art R — R und kann mit
Wissen aus Analysis I gelost werden.

Testen von kritischen Punkten

Sei f: X CR™ — R, X offen und f € C2. Sei x( ein nicht-degenerierter
kritischer Punkt von f. So gilt

(1) Wenn Hessf(xg) pos. def. so ist xo ein lokales Minimum
(2) Wenn Hessf(xzo) neg. def. so ist zg ein lokales Maximum
(3) Wenn Hessy(zo) ist Indefinit so ist z¢ ein Sattelpunkt

Dies kénnen wir nicht machen, falls zo ein degenerierter kritischer Punkt
ist (det(Hessf (o)) = 0). In diesem Fall miissen wir einzeln Uberpriifen.

| Definit

Fir symmetrische Matrizen haben wir folgende Definition:
(1) Positiv Definit: Alle Eigenwerte sind positiv
(2) Negativ Definit: Alle Eigenwerte sind negativ
(3) Indefinit: Positive und Negative Eigenwerte

Eigenwerte kénnen mit dem charakteristischen Polynom gefunden
werden:

b A0
det((‘z d>—<0 /\)):>ad—(a+d)>\+>\2_bc=0

Fiir nicht symmetrische Matrizen, miissen wir testen, ob fiir jeden Vektor
v gilt: v Av > 0 (bzw. < 0).

Marlene Trick

Sei M eine symmetrische Matrix und Ay die k X k Blockmatrix der
oberen, linken Ecke. Mit Ay bezeichnen wir die Determinante von Ag.
Nun ist M pos. def. wenn Ay > 0 fiir alle k, weiter ist M neg. def.
wenn (—1)* Ay > 0 fiir alle k.

Fiir 2 Dimensionen haben wir

dct(‘é g):a-d—c-b

Fiir 3 Dimensionen haben wir

a b ¢
det [d e f :a~det<z f>7b~det<d J.c>+c-det<d Z)
g h 1 ¢ g ¢ g

Max / Min mit Nebenbedingungen

Wir wollen Minimas und Maximas einer Funktion f : X — R, mit einer
Nebenbedingung ¥ = {z € X|g(z) = 0,9 : X — R} bestimmen. Dafiir
kénnen wir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren verwenden.

Sei X C R™ offen und f, g : X — R eine Funktion der Klasse C*.
Sei Y = {z € X|g(z) = 0}, nun ist zp € Y ein lokales Extrema
der Nebenbedingung f|y, wenn

30 >0, f(y) < (=2)f(x0), Yy € Bs(zo)NY

Wenn zo € Y eine lokale Extremalstelle von f|y ist, so ist en-
tweder Vg(xzo) = 0 oder 3X € R, Vf(xo) = X- Vg(xzg). Wobei A
der Lagrange-Multiplikator ist.

Integrale in R"

Dieser Abschnitt befasst sich mit verschiedenen Typen von Integralen.
Diese Definitionen haben oft ihren Ursprung in der Physik, d.h. es gibt
oft eine visuelle Intuition.

Fir f : R — R™ ist das Integral definiert als:

, JY ()t
/ f(tydt = :
. L2 fa ()t

Kurve

Eine parametrisierte Kurve in R" ist eine stetige Abbildung

v : [a, b] — R™ wobei v stiickweise in C* ist, d.h. es existiert ein k > 1
und eine Partition a = tg < ... < tx = b so dass Mtj_1.t50 in C! ist fiir
alle 1 < j < k. Eine parametrisierte Kurve muss nicht injektiv sein.

Wegintegrale

Sei v : [a, b] — R"™ eine parametrisierte Kurve und X C R™ eine Menge,
welche das Bild von v beinhaltet. Weiter, sei f : X — R" eine stetige
Funktion. Dann ist ein Wegintegral (auch Kurvenintegral genannt)
definiert als:

/ﬂ@@=/ﬁmmwyww

Wegintegrale haben die folgenden Eigenschaften

(1) Es ist unabhingig von orientierungserhaltenden
reparametrisierungen, d.h. es hédngt nur vom Bild der Kurve und
nicht von der Parametrisierung ab.

v : [a, b] — R"

5 :[e, d] — R™

D : [c, d] — [a, b]

¥ =70d=~(P)
é/f(s) ds = _f(s) ds



(2) Sei y1 + 72 ein Pfad, geformt durch die Vereinigung zweier
Kurven. Dann gilt

e [0t

Y2(t)  te[b,d+b—d

s) ds = s) ds + s) ds
/Mmf() [ 1) /wf()

(3) Sei~:[a, b] — R™ ein Pfad und —~ ist der Pfad in
Gegenrichtung, d.h. (—=v)(t) :=vy(a+ b —t). So ist

/—7 f(s) ds:—/yf(s) ds.

Ein differenzierbares skalares Feld g : X C R™ + R so dass
Vg=f, f: X — R™ wir ein Potential von f genannt. Dies kénne wir
verwenden fiir:

Lfds:/lbf(v(t))~v'(t) dat

= [" Vot 0 at

=(go7)(b) = (9°7)(a)

Um das Potential einer Funktion zu finden, gibt es folgendes Schema. Da
wir g suchen, so dass Vg = f, kénnen wir folgendes Gleichungssystem
konstruieren:

(1) leg:fl(xl,...,zn)<:>h::g(zl,...,azn):/fl(zl,...,zn)drl

(2) Ozo9 = fa(x1,...; Tn) = Ozyh = fa(z1,...,Tn)

(n) Ozpg = fu(x1,....Tn) = Oup,h = fu(z1, ..., Tn)

Wenn wir fi integrieren, miissen wir eine Funktion z iibernehmen, die
nur von s, ..., abhingt. Mit den Bedingungen (1), ..., (n — 1) kénnen
wir die exakte Definition von z finden. Achtung: nicht jede Funktion
besitzt ein Potential.

Konservative Vektorfelder

Sei X offen und f: X C R"™ — R" ein stetiges Vektorfeld. Die folgenden
Aussagen sind adquivalent.

(1) Falls fir irgendwelche z1,z2 € X das Wegintegral fﬁ{ f(s) ds
unabhéngig von der Kurve in X von x; nach xs ist, so ist das
Vektorfeld f konservativ.

(2) Jedes Wegintegral in f entlang einer geschlossenen Kurve ist 0.

(3) Ein Potential fur f existiert.

Wir haben zudem noch folgende notige aber nicht ausreichende
Bedingung, diese kann hilfreich sein, um zu zeigen, dass ein Vektorfeld
nicht konservativ ist.

ofi _ 9f;

ist konservativ == =
f 6(L‘j a(Ll

Wegzusammenhingend

Sei X C R"™ offen. X ist wegzusammenhéangend, falls fiir jedes Paar an
Punkten z,y € X ein C! Pfad ~ : (0,1] = X mit v(0) =z, v(1) = y
existiert.

(Dies wurde nicht direkt behandelt) Sei X C R? offen und f : X — R?
ein C! Vektorfeld. Dann ist die Rotation von f ein stetiges Vektorfeld
auf X definiert durch:

8yf3 _8zf2
curl(f) := | 0.f1 — 0= f3
8a;f2 *8yf1

Sternférmig

Eine Teilmenge X C R™ wir sternférmig genannt, falls 3z¢ € X so dass
Vz € X eine Linie ¢ nach x existiert, die komplett in X enthalten ist.

Konvex = Sternférmig

Weiter gilt, ist X eine sternférmige, offene Teilmenge von R™ und f € C*
ein Vektorfeld gilt:

0jfi=0:f; Vi, j
curl(f) =0

Riemann Integral in R"

Eine Partition P eines abgeschlossenen Rechtecks R = [a, b] X
[e, d], ist eine Menge von Rechtecken. Fiir jede Partition P, :
a=2xz9 < ..<x, =bvon [a,b] und P, (gleich definiert), erhal-
ten wir eine Partition P; ; = [z;—1,%;] X [yj—1,y;] von R, mit
der Fliche pu(R;,;) = (@i — zi—1)(y; — ¥j—1)-

= f ist konservativ

= f ist konservativ

Nun kénne wir die Ober- und Untersumme einfiihren:

S(Pex Py) =3 > sup f(x,y) n(Pij)

i=1=1%YEP;

s(Pp X Py)=>_">" inf
1

: . P; .
L L o yeP; ; f(’c,y) /L( 1,})
i=1j=

Analog zum 1D Fall gilt, dass wenn wir einen neuen Punkt hinzufiigen,
wird S(Py X Py) kleiner werden und s(P, X P,) grosser. Sei f: R — R
beschriankt. Nun ist f auf R integrierbar, falls

SUP(p,, Py,) s(Py, Py) = inf(p,, py) S(Py, Py). Dieser gemeinsame Wert,

ist definiert als:

/R fay) da.y) oder [ /R @, y) do,)

Wir wollen dies nun auf eine (nicht quadratische) Flache A C R
anwenden.

f: A CR — Rist auf A integrierbar, falls f - X4 auf R inte-
grierbar ist.

[ #@w) - Xa@w) dee,y) oder [ f(ay) d(z,v)
R A

X ist die charakteristische Funktion von A.

Sei f,g: A C R+ R auf A integrierbar, dann gilt folgendes:
(1) a,B € R = af + Bg ist integrierbar und gleich

/A(aerBg)d(r,y):a/Afd(r,y)Jrﬁ/Agd(ryy)

(2) Falls f(z,y) < g(=,y) V(z,y) € A, dann gilt
/ Sz, y) dz,y) < / g(z,y) d(z,y)
A A
(3) Wenn f(z,y) > 0 und B C A so gilt
[ s e < [ @y daw)
B A
(4) A-Ungleichung
| [ 1w daw)| < [ 1) dey)
(5) Wenn f =1 so gilt
[t e = [ 1) = w4y
A A

(Satz von Stolz) Sei f: R +— R integrierbar auf R = [a, b] X [c, d].
Weiter sei y — f(z,y) integrierbar auf [c, d] fir jedes = € [a, b]. Aus dem

folgt:
[ i@ den = [ ([ 1 w) d

Eine Nullmenge X C R C R? ist eine Menge, so dass fiir
alle € > 0, existiert eine endliche Menge an Rechtecken Ry,
1 < k < n, so dass:

n n

X c |JRr D u(Re)<e

k=1 k=1

Informal: Wir kénnen die ganze Menge mit einer endlichen Menge an
Rechtecken von beliebige kleiner Grésse tuberdecken.

Lipschitz Kurven sind Kurven welche eine maximale Steigunge M hat.
Solche Kurven sind Nullmengen.
Weiter Integrationskriterien:

(1) Sei R ein kompaktes Rechteck und f : R — R ist stetig
= f ist integrierbar auf R. Dies folgt aus dem Fakt, dass wenn
f+ K C R — R stetig ist, so muss f gleichmaéssig stetig sein.

(2) Sei f: R+~ R beschriankt und X die Menge aller nicht stetigen
Punkte von f, wenn X eine Nullmenge ist = f ist integrierbar
auf R.

(3) Sei @1, 92 : [a,b] — R stetig mit 1 (z) < @2(z), Vo € [a, b].
A={(z,y)la <z <byi(z) <y < pa(x)}. Falls f: A — R stetig
ist, so ist f auf A integrierbar und es folgt dass:

[ e = [7([7 s ) as

Sei OA der Rand einer Menge A:
9A = {(m,y) €R2VS > 0, R =]z — 6,z + 6[X]y — 6,y + ],
AﬂR#@undRz\AﬁR;ﬁ@}
Sei ¢ : B — A eine stetige Abbildung, wobei A = Ag UJA, B = By UJB
kompakte Menge mit Ag, Bo offen und 0A, 9B Nullmengen sind.

Angenommen ¢ : B\N — A ist injektiv, wobei N C B die Nullmenge ist.
Wenn f : A — R stetig ist, so folgt dass:

/ f(@,y) d(z,y) :/ f(p(u,v)) - [det Jp (u, v)| d(u,v)
A B



Oft verwenden wir dies um in Polar Koordinaten zu wechsel, damit wir
einen Kreis berechnen kénnen. Hierfiir gilt:

o(0) = (526)

_ C?S(G) —rsin(0)

det(J,)] = ( v #)
drdy = drdf

~

Somit kénnen wir dax dy = r dr dO ersetzen, x,y ersetzen und die
Integrationsgrenzen anpassen.

Satz von Green

Der Satz von Green ist eine verallgemeinerung des Fundamentalsatzes
der Analysis auf R2. Zur Erinnerung der Fundamentalsatz lautet:

b
F(b) — F(a) :/ F'(z) dz

Wobei F : [a,b] — R eine C' Funktion ist. Der Satz von Green stellt nun
eine Beziehung zwischen Linienintegralen und Doppelintegralen iiber
einen von einer parametrisierten Kurve umschlossenen Bereich her.

Eine paramterisierte Jordan Kurve ist eine geschlossene,
parametrisierte Kurve v : [a, b] — R, wobei v :]a, b] — R injektiv ist. Eine
Jordan Kurve in R? ist das Bild einer parametrisierten Jordan Kurve.

Seien by, by die Basisvektoren von ]Rz, so ist eine Orientierung positiv,
genau dann wenn die Matrix [b1, b2] eine positive Determinante hat,
analoges gilt fiir negative Orientierung.

Ein reguldres Gebiet ist eine offene, beschriankte Teilmenge A C R?
deren Rand OA endliche Vereinigungen von disjunkten Jordan Kurven ist
(keine iiberkreuzungen!).

Eine parametrisierte Jordan Kurve v die eine Randkomponente von A
bildet, hat einen positiven Umlaufsinn, falls (n(t),~’(t)) eine positiv
orientierte Basis von R? bildet. Wobei n(t) der Einheitsvektor
bezeichnet, der orthogonal zu ~’(t) steht und von A weg zeigt.

Nun besagt der Satz von Green folgendes:

Aus Analysis I
Rechnen mit Ableitungen

(1) (f +9) (o) = f'(x0) + ¢’ (20)

2) (f-9) (o) = f'(w0) - g(w0) + g’ (w0) - f(wo)

(3) (£)'(s0) = Lo =120)0"20) fiir g(ag) # 0

@) (g0 ) (20) = g'(F(0)) - '(w0)

(3) (f71) (o) = 75 wobei yo = f(wo) und f'(z0) # 0

(6) (a-f(m))/ _ ln(a) ) af(ac) f‘(m)

Bem.
cosh(z)®) = sinh(z), analoges gilt fiir sinh.

Partielle Integration

Fiir gerade k gilt cosh(z)*) = cosh(z) und fiir ungerade k gilt

~

Seien a < b reelle Zahlen und f, g
bar. Dann gilt:

: [a, b] — R stetig differenzier-

b , b b ,
[ 4@ d@dn =@ 9@ - [¢@- g

bzw. flir unbestimmte Integrale:

[G@) g @iz = @) - 9@) ~ (/@) g(@)de

1 1
1—22 14+a2

1 1falls arc- oder log-Funktion vorkommt, 2™,
1 ™, arcsin(x), arccos(x), arctan(z), . . .
Yegal” e®,sin(x), cos(x), sinh(z), cosh(z), . ..

Substitution

Die Substitution ist die Umkehrung der Kettenregel. D.h. wir wollen

Substitution vorallem verwenden, wenn wir innere Funktionen haben.

Sei A C R? ein regulires Gebiet und F : U — R? ein C! Vektor-
feld, wobei (AUJA) C U C R?. Dann gilt

L F(s) ds = //A (amf2 - ayfl) dz dy

Explizit gilt:
s
/ F(s)ds = Z/ F(s) ds
24 i=17%

wobei 71, ..., ¥, die im positiven Umlaufsinn parametrisierten
Randkomponenten von A bezeichnen.

Beispiel: um den Flacheninhalt eines reguldren Gebietes auszurechnen,
koénnen wir das Vektorfeld

Fla,y) = (‘fj’) oder F(z,y) = (2)

verwenden (da Oz fo — 0y f1 = 1).

r

Seia < b, ¢: [a,b] — R stetig differenzierbar, I C R ein Intervall
mit ¢([a,b]) C T und f: I — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

b , (b
[ 16w ¢ wa= [ @y
a @(a)

bzw. fiir unbestimmte Integrale:

[ 1) s war= [ s@as| _,

dx substitution mit t = v/9 — z2:

L s
—2t —t-dt

sz=vV9-12=>2' = ——"— =Sdr=—
20 2 Vo2

g

J —dt = —t riicksubstitution =

Sonstiges

Injektiv / Surjektiv

Gegeben eine Funktion f: X — Y:
Injektiv: Va,b € X, f(a) = f(b) == a=b
Surjektiv: Vy € Y, 3z € X, f(z) =y

Sei f : D — E eine injektive Funktion und g : E — D eine surjektive
Funktion, so ist die Verkniipfung g o f bijektiv.

Injektivitit zeigen: f injektive & f streng monton < f’ > 0 oder
f <o.
Surjektivitat zeigen: Mit Zwischenwertsatz, sei der Bildbereich ]a, b[

(1) hm f(z )_bund hm f(z) = a zeigen

(2) Sei nun y €]a, b beliebig. Wegen den Grenzwerten von f gilt:
Jz1 < z2: f(x1) <y < f(x2). Mit dem Zwischenwertsatz gilt
dann: Jec € [z1,x2] : f(c) = y und somit ist f surjektiv.

Nitzliche Formeln

az’ + bz +c=0=z =

—b+ Vb2 — 4dac

2a
bn _ an — (b _ a)(b"71 + bn72 cad e+ an—2 b+ an—l)

(n) _ n! ) ap + apy1
k)T (n— k)

Ve - aky1r < 5
Fiir die Exponentialfunktion gilt:
(1) exp(x) exp(y) = exp(z + 1)
(2) exp(z) > 1Va >0
(3) 2% = exp(a - In(x)) und z° =1
(4) exp(iz) = cos(z) + ¢ - sin(z)
(5) exp(i- %) =1, exp(im) = —1 und exp(2im) =1
Der natiirliche Logarithmus In :]0, co[— R bildet die Umkehrfunktion zu

exp und ist streng monoton wachsend und stetig. Fiir den natiirliche
Logarithmus gilt:

(1) In(1) =0

(2) In(e) =1

(3) In(a-b) =1In(a) + In(b)
(4) In(a/b) = In(a) — In(b)
(5) In(z®) = a - In(x)

(6) % . mb — Ia+b

(M) (@) =2

Im Allgemeinen gilt log,(a) = 11':1(((;; .

Trigonometrischen Funktionen
Die trigonometrischen Funktionen sind definiert als:
' (—1)"22n+1 T el _ =iz
sin(z) = - =t =+t =
(z) nz::o (2n+ 1)! 3! 5! 7! 24
( 1)n 2n 22 24 Z6 etz + e~ %
co: = =l-—=4+—-—=+""=—
s(z) = Z (2n)! ot e " 2

n=0



Folgende weiter Eigenschaften ergeben sich aus dem Zusammenhang
mit der Exponentialfunktion:

(1) cos(z) = cos(—z) und sin(—z) = —sin(z)
(2) cos(m — x) = — cos(z) und sin(w — x) = sin(x)
(3) sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)
(4) cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
(5) cos(z)? +sin(z)? =1
(6) sin(2z) = 2sin(z) cos(z)
(7) cos(2z) = cos(z)? — sin(z)?
8 Isin(@)| < .
Potenz der Winkelfunktion

Lo, 1 2, 1
sin”(z) = 5(1 — cos(2z)) und cos”(z) = 5(1 + cos(2z))

Ein paar Funktionswerte:

«@ 0 | 30° 45° 60° 90° 120° 150° 180° 270°
™ ™ ™ ™ 2m 5m 3m
0] 5 T 3 5 s 6 “ i
sina | 0| 3 | L | £ 1 3 1 0 -1
V3 1 1 1 V3
cos « 1 52 75 3 0 -3 -5 -1 0
1 1
tana | 0 | o= 1 V3 | N/JA | =3 -7 0 N/A
N
3 3
3 3 | + o o
I + = Q
o o O O
3 S S ] R by by
| s > — — R 4
sin —sina cos cos sin —sin — sin sin
cos cos sin —sin — cos — cos cos cos
tan — tan cot — cot — tan tan — tan tan
Zusatzlich definieren wir noch:
sin(z T
tan(z) = (), Vz2¢ —+7 -7
cos(z) 2
cos(z
cot(z) (2) Vzg¢ -7
sin(z)
Es gilt weiter:
T
sin(arctan(z)) = —— sin(z) = _ tan(z)
v 121+ 1 V14 tan?(zx)
cos(arctan(z)) = ——— 1
( @) VzZ +1 cos(x) = ———
1+ tan?(z)
Nullstellen: Arc Funktionen:
cos= [T +km:k€EZ arcsin := [-1,1] = [-%, 3];
sin = [km : k € Z] arccos := [—1,1] — [0, 7];
arctan := [-1,1] = [-%, §];

Die Kreiszahl 7

Wir definieren 7 als erste Nullstelle > 0 der Sinusfunktion.

m:=inf{t > 0 :sint = 0}

Es gilt dann:
(1) sin(w) =0, m €]2,4]
(2) Vz €]0, «[: sin(z) > 0

(3) T =i

Reduktionsformel

cos™ ! (z) sin(x)

-1
/cos"(w)dw L /cos"fz(ac)dz—i-
. n .

-1
/sinn(x)d:t == /sinniQ(m)dm -
n

Bogenlinge

n

cos(z) sin™ ! (z)

n

Die Bogenlange L einer Funktion f auf dem Intervall [a, b] entspricht:

L= [T+ @)

(Un)gerade Funktionen

Eine reelle Funktion f ist gerade, wenn f(—z) = f(x) und ungerade

wenn f(—z) = —f(x).e

Bekannte Taylorreihen

= D 5
€ :1+JIJ+?+§+Z+O(IL‘)

w

5

. _ r T 7
smz_z—3!+5!+0(r)
. z° z® 7
s1nh(m):w+§+a+0(z )
z? ozt 8
s(z)=1— — + 2 2
cos(x) 3 + 0 ol + O(z")
z2 ozt S 8
cosh(z):1+?+z+a+0(m )
z3 2x® 7
t = —+—+0
an(z) =z + 3 + 5 + O(z")
R 5
1 l+z)=2— — 4+ — — —+0(x
og(l+a) == 5 + 3 1 + O(x”)
—-1) -1 -2
(Lt =1 4ars MO D A0 DO =D 0 oy
z? 2

x x x 4
1 =1 PR [ T
Vit to -3t (=)

Typische Ableitungen und Stammfunktionen

F(a) | Fe=s@
c 0
z® a-z? !
a}rl o+l 20
= (73+1) (az + b)"+1 (az + b)™
% Y a# -1
e 5o
e Lo
n”ﬁx%*'l YV
e’ e’
In(|z|) H
log,, |x| —i— =log,(e)L
sin(x) cos(x)
cos(x) — sin(z)
tan(z) msé(m) =1+ tan?(x)
cot(x) e s
arcsin(x) \/117T
arccos(z) \/:T
arctan(x) ﬁ
sinh(z) cosh(x)
cosh(x) sinh(z)
1 —f'(=)
f(=) (f(2))?
a® a® - clna
x* z¥ - (1+Inz) z>0
% In(az + b) ﬁ
az _ %ln\chrd\ ‘::1;
72 In | 554 | p
£ f(z) + % In(z + f(2)) VaT T o2
< a27x27§arcsinﬁ a? — z?
(@) — & In (@ + f(2)) 2% —a?
In (e + va? £a?) Nt
arcsin(%) ﬁ

% arctan ( z ) ﬁ




F(2) | 7@ = @
—% cos(ax + b) sin(az + b)
L sin(az + b) cos(az + b)
—In| cos(z)| tan(x)
In | sin(z)| cot(x)
In ‘tan(%” gmlﬁ
In tan(5 + 5)| s
1 (z — sin() cos(z)) sin? (z)
2 (z + sin(x) cos(z)) cos?(x)
tan(z) — x tan?(x)
xarcsin(z) + V1 — 22 arcsin(x)
xarccos(z) — /1 — 22 arccos(x)
zarctan(z) — 3 In(1 + z?) arctan(z)
In|f ()| L
z - (In|z| — 1) In |z|
ioab® ab®
ca;;l ec® -
Sinz(m) sin(x) cos(z)

Funktionen

) tan(x)
exp(
arccos(x;
larcsin(x)
cos(x] ! n(x)
sin

-2 -1 1

Aufgaben
Multiple Choice

Welche der folgenden Aussagen ist korrekt fir f : R™ — R™, g : R™ — R
und z € R"?

O f ist stetig in z, falls es eine Folge (zr)ren C R™ gibt, so dass
f(zr) = f(z) fur k — oo.

O fogund go f sind immer definiert
O falls g o f und f stetig sind, dann ist auch g stetig

Welche der folgenden Funktionen sind stetig?
W f(z,y,2) =a>+y? +3z
O f(z,y) = inf{zk + yk|k € 2}, fir (z,y) € Rzzo
¥ f(z,y) =inf{z" +y*|k € Z}, fir 0 < z,y < 1
W f(z,y) = [Y cos(t)dt, fir z <y

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

O sei pr:iR? — R, pr(z,y) :=x und A C R? abgeschlossen, dann ist
auch pr(A) abgeschlossen

W Falls A C R" geschlossen ist, dann ist A° offen

O Die Menge O C R" ist offen genau dann wenn O nicht
abgeschlossen ist

Y Sei f:[0,1]" — R stetig, dann ist f beschrinkt
O Sei f:[—1,1]"\{0} — R stetig, dann ist f beschrankt

Sei X C R™ offen, f : X +— R™ ein C'' Funktion, v : [a,b] — X ein
parametrisierter Weg. Welche Aussagen sind korrekt?

M falls g : X — R ein Potential von f ist, dann ist fiir jede
Konstante C' € R h := g + X auch ein Potential von f

W das Vektorfeld f ist genau dann konservativ, wenn f ein Potential
g besitzt

O falls X sternformig ist, ist f konservativ
O falls fiir alle ¢,5 € {1,...,n} die Gleichung ij fi = 0z, f; gilt,
dann ist f konservativ

O seien Ay, ..., Ay, € X offen mit UjL, Ay = X. Falls f|Ak fiir alle
k konservativ ist, dann ist f konservativ

Sei X C R™ offen und f, g : X — R"™. Welche Aussagen sind korrekt?
M falls f € C? auf X ist, dann ist f auch C' auf X

O falls f und g jeweils C® und C? auf X sind, dann ist f - g C® auf
X

W Sei f = (f1,..., fm), wobei f; Polynome sind und g ist C*, dann
ist f/g C* auf X

M Sei f C* mit k € N, dann gilt im Allgemeinen Ozyf = Oyaf.

Seien A, B C R? zwei Mengen und X, Xp : R? — R die dazugehérigen
Charakteristischen Funktionen. Welche Aussagen sind korrekt?

M Xanp = Xa-XB

Xaup = Xa + Xp

Xa\p = Xa—Xp falls BC A
Xa < Xp falls BC A

Xauvp =Xa+Xp — Xa - Xp

N 0 O

Sei f : R™ — R eine C* Abbildung mit k > 2. Welche Aussagen sind
korrekt?

O der Gradient V f(x) ist eine n X n Matrix
M Hy(x) ist eine quadratische Matrix

M Hy(x) ist symmetrisch

O Hjy(x) ist invertierbar

Sei R = [a, b] X [¢,d] C R?, BC AC R und f: R+ R beschrankt.
Welche Aussagen sind korrekt?

M die Funktion g(z,y) = e” auf R ist integrierbar

M falls f positiv und integrierbar auf A ist, dann gilt
Ja Fzy)d(z,y) >0

O falls f auf B und A integrierbar ist, dann
S5 f(@,y)d(z,y) < [, f(z,y)d(z,y)

U es gilt IR XA\B(:L‘i y)d(x, y) = fA d(z, y) - .fB d(z, y)

Sei f: X — R, g: K — R differenzierbar, X C R"™ offen und K C R
kompakt. Welche Aussagen sind korrekt?

[0 f besitzt eine Extremalstelle

[0 g besitzt keine Extremalstelle

M g besitzt mindestens zwei Extremalstellen
O

die Stelle z¢ ist eine lokale Minimalstelle genau dann wenn fir
jedes 6 > 0 mit C(zo,d) C X gilt: f(y) < f(zo),Vy € C(xo,d)

O falls df (zo) = 0 gilt, ist f(xzo) entweder ein lokales Minimum oder
Maximum

O die Menge der kritischen Punkte von f ist immer endlich

: X — R" ein Vektorfeld und ~ : [a, b] — R" eine parametrisierte
Kurve. Welche Aussagen sind korrekt?

W das Wegintegral f_y f(s)ds ist eine reelle Zahl

falls v(t) = v fiir alle t € [a, b], dann gilt f“r f(s)ds =0
fiir w(t) = A(—1) gilt [, f(s)ds = — [, f(s)ds

falls f = Vg, dann gilt fv f(s)ds =0

sei a =0,b =1 und w(t) = v(2t),t € [0,1/2);v(1),t € [1/2,1]
dann gilt [ f(s)ds = f7 f(s)ds

Sei ¢ : D — R2. Welche Aussagen sind korrekt?
M fir D = [—2,2] und ¢ Lipschitz, ist Bild ¢]0, 1] eine Nullmenge
O die Menge {(z,e”)|z € [0, 1]} C [0, 1]? ist keine Nullmenge

¥ Seien ¢ : R? — R = D und ¢ stetig, dann ist die Verkettung ¢ o ¢
integrierbar auf [—1,1]2

Welche Aussagen sind korrekt?

a Jye e de = m/2

O der Satz von Green besagt [ [, F(s)ds = [, ,(9xf2 — 0y f1)d(z,y)
O die Jacobi Matrix der Abbildung ®(a,b) = (a2, ab) " ist fiir alle
a,b € R invertierbar

M die Vektoren vy = (0,1) " und vy = (1,0)" definieren keine
positiv orientierte Basis von R?

Sei f : R? — R. Die Aussagen lim (,, ) (0,0y f (2, y) ist gleich bedeutend
mit:

M V5§ > 0,3e > 0, so dass ||(z,y)|| < e = |f(z,y)| <6
O V6> 0,3 >0, so dass |£(2,)| < € = ||(z,9)|| < 6
O limg 0 f(ﬁvo) = limyHO f(07 y)



Es existiert eine reellwertige Funktion f C?, so dass
2
f+27f —wf =e* 7 fiir alle x € R. Wahr

Es gibt eine eindeutige Lésung f fiir das ODE: y”' + (22 + 1)y’ +y = 0,
(—=1) = —1. Falsch

Fiir eine stetige Funktion f gilt:
Jio.21x 10,3 (@ W)@, y) = 6 [ [ f(2z,3y)dedy. Wahr

Wenn f1, f2 Lésungen der ODE 3"/ — zy’ + y = cos(z) sind, dann ist
auch fi1 4+ 2 fo eine Losung. Falsch

Wenn f C? maximal am Punkt (zo, yo) ist, dann gilt 832]‘ = 0. Falsch

Sei f ein Vektorfeld auf R? — {0} und f"r f(s)ds = 0 fiir alle
geschlossenen Kurven v, dann ist f konservativ. Wahr

Die Funktion f : R? — R, (z, y) +— |zy| ist differenzierbar im Punkt (0,0).

‘Wahr

Sonstige Aufgaben

Aufgabe Seien f1,..., fs : R — R Funktionen und f : R — R? definiert

als
f@) = (fr(@),..., fa(=)).
a) Zeige, dass falls ein 7 € {1,...,d} existiert, so dass f; injektiv ist,
dann folgt dass f injektiv ist.
Betrachten wir zwei Punkte  # y in R mit f; injektiv. Dann gilt aber

F@) = @)oo @) fal@)) # (L@, W) FaW),
da f;(z) # fi(y). Dies beweist, dass f injektiv ist.

b) Sei d > 2. Finde ein Beispiel, fiir welches sdmtliche f; surjektiv sind,
aber f nicht surjektiv ist.

Wihlen fi(z) = --- = fq(z) = . Dann sind alle f; surjektiv, aber f
nicht: das Bild von f ist gegeben durch

{(z,...,2) |z € R} CR%,

somit ist z.Bsp. (1,2,3,...,d) € R? nicht im Bild von f.

Aufgabe Bestimme eine spezielle Losung der Gleichung:
v+ 20y + Wiy = cos(ot),

wobei w > A > 0 und o # w.
Das DGL hier ist inhomogen. Wir gehen also mit der Methode der
”Variation der Koeffizienten” vor. Dazu miissen wir eine Basis der
Losungsmenge der homogenen Gleichung

y// +2)\y/ +w2y =0

finden. Mithilfe des Charakteristische Polynoms erhalten wir die
Nullstellen —X &+ v/A2 — w2, aber w > ), also sind die Nullstellen
komplex und gleich

a; = A+ ivVw2 — A2, as = -\ —iVw? — A2,

Der Losungsraum der homogonen Gleichung wird aufgespannt durch
komplexe Linearkombinationen der Funktionen

Fi(t) i= 1Y, fo(t) = 2",

Die Methode der Variation der Konstanten liefert in diesem Fall eine
allgemeine Losung der Form

[t fa(s)cos(os) t f1(s)cos(os)
) = /to *st Cf(®) + /to st - fa(t)

wobei
W (s) := f1(s)f3(s) = f2()f1(s) = 2iv/w? — XZ2e M £ 0,V € R.

Wir massieren die beiden Integranden

B()cosos) 1 ..
- = e 1% cos(os)
W (s) oy — o
f1(s) cos(as) 1 —ags
= e~ “2% cos(os).
W (s) as — aq
Somit, erhalten wir fiir to = 0 :
t t : t t :
ft) = fli()/ e~ 1% cos(as)ds + L()/ e~ *2% cos(os)ds
@1 — 2 0 g — (] 0
Man kann iiberpriifen, dass
b as e~ it . (osin(at) — a; cos(at)) a;
/ e Y17 cos(os)ds = 5 5 5
o] s + o [e% + o2

Was folgende Losung ergibt:
Ft) = (o sin(ot) — aq cos(ot) + aq f1(t))
n (o1 — az) (aF 4+ 02)
(o sin(ot) — az cos(at) + a1 f1(t))

(a2 — 1) (a% + 02)

An dieser Stelle konnte man die expliziten a; von oben Einsetzen.

sehen wir, dass fir alle j = 1,...,n gilt |z, ; — yj\Q < &2, insbesondere:
Vj=1,...,n,Vk > N(e): |zk,; —y;| <e.
Sei € > 0 beliebig und §; > 0, so dass
. . 13 €
lz—ull <d1, lly=vll <62 = [If1(x) = fr(w)l < 5 und |If2(y) = f2()II < 3-

Definiere § = max {61, d2}. Falls wir dann (z,y) und (u,v) betrachten
mit ||(z,y) — (u,v)| < §/2, erhalten wir ||z — u|| < 61 und ||y — v|| < 2
von der ersten Rechnung oben, und somit erhalten wir:

I1£(z,9) = f(u,v)II> = [[(f1(2), f2()) = (Ff1(w), f2(0))I?
< (@) = fr) + |1 f2(y) = F2(W)])?

<e/2 e/2

<&
Waurzelziehen liefert die gewiinschte Ungleichung und beweist, dass das
kartesische Produkt f = (f1, f2) stetig ist. Dies zeigt, dass die reellen
Folgen (wk»j)kEN alle gegen y; in R konvergieren. Die andere Richtung
erhilt man indem das obige Argument riickwérts liest.

Aufgabe Sei f : R? — R definiert wie folgt:

2,2
zl—y
flz,y) = {:Ey (w2+y2) > (@y) #(0,0)
0, (z,y) = (0,0)
Zeige, dass f stetig ist.
Fiir (z,y) # 0 ist f(z,y) eine Verkettung stetiger Funktionen und somit
stetig. Es bleibt also zu zeigen, dass f bei (0,0) stetig ist. Sei
(z,y) € R*\{(0,0)} mit ||(z,y) — (0,0)| = [|(z, y)|| = V&% + > < §,
wobei § > 0 in Kiirze gewéhlt wird. Man beobachte, dass
| 2

2
|f (@, y) = f(0,0)] = | f(z, )| = |zy] - Zz |

m2_‘_112
22 4+ y2

-y
< |zyl

= |TY|.
TE S |yl

Aber 0 < z2,y? < § und somit gilt |zy| < §. Wenn wir also ein beliebiges
e > 0 wahlen und dann § = ¢ setzten, dann haben wir gezeigt, dass
l(z,y) = (0,0)| <6 = |f(z,y) — f(0,0)] < |zy| < e

was Stetigkeit von f bei (0,0) beweist.

Aufgabe Betrachte die Funktion

zy
f:RQ_,R, f(w,y):{\/m) (z,y) # (0,0),

0, (z,y) = (0,0).

Zeige, dass f in (0, 0) nicht differenzierbar ist.
Beweis: Wir nehmen per Widerspruch an, dass f bei (0, 0) differenzierbar
ist. Insbesondere kann df (0, 0) als Jacobi-Matrix mit Eintragen

7] 17}
—f(O, 0) und —f(O, 0)
ox oy
aufgefasst werden. Da f(z,0) = 0 und f(0,y) = 0 gilt fiir alle z,y € R,
haben wir 9 9
2 0.0=20.0=0,
ox oy
insbesondere df (0,0) = (0, 0). Differenzierbarkeit bei (0, 0) bedeutet aber
auch, dass der Grenzwert
(v, w) — £(0,0) — df(0,0) (v, w) "
Il (v, wll
existiert. Aber df(0,0) ist die Nullabbildung, also erhalten wir
. flv,w) =0 . vw
im —_ = lim —_
(v,w)=(0,0) V02 + w2 (v,w)—(0,0) V2 + w2

Aber durch einsetzen von (v,0) und (v, w) ist leicht zu erkennen, dass
dieser Grenzwert nicht existiert - Widerspruch zur Differenzierbarkeit
von f bei (0, 0).

lim
(v,w)—(0,0)

Aufgabe Seien (z1),cy und y in R™:

Ty = (Th,1,Th,2,-- > Thon) ERY, Yy =(y1,...,yn) €R".

Zeige folgende Aquivalenz:

lim zp =y <= V1 <j<n: lim zx; =y;
k— oo k— oo

Wir arbeiten mit der Definition und zeigen die ”=" Richtung: Es gilt
limy o0 ) = y genau dann wenn es fir jedes € > 0 ein N(g) € N gibt so
dass ||z — y|| < e,Vk > N(e), gilt. Wenn wir die Definition der Norm

ausschreiben
n
lzw — ol = (| D lony —ysl? <e,
—

Aufgabe Bestimme die Maxima und Minima der Funktion
Fi00,17 2 R, (2,9) = ay (1 -2 —y*)
Wir bestimmen die kritischen Punkte von f und untersuchen das

Randverhalten. Beobachte:

y — 327y — y°
Vi(z,y) =

z — a3 73acy2

Wir bestimmen die kritischen Punkte im inneren des Definitionbereiches,
ie. (z,y) € (0,1)2 mit Vf(z,y) = 0. Das ist aquivalent zum folgendem
Gleichungssystem, da =,y # 0, ist das obige Gleichungssystem dquivalent

zZu
1—3z2—y2 =0
1-3y2-22 =0



Wir erhalten mit der ersten Gleichung y = v/1 — 322 (keine Negative
Losung, da y > 0 ). Einsetzen in die zweite Gleichung liefert

1
0:1—3(1—312)—12<:>8:62—2:0¢>:6::t5.

Wie bei y, kommt nur = > 0 in Frage, also z = . Dann gilt

_ 8 _1
YTV T LTS

Somit ist der einzige kritische Punkt von f auf (0,1)2 gegeben durch

(%0, 90) = <%7 %) .

Betrachte nun den Rand des Einheitswiirfel [0, 1]%. Fiir die zwei Kanten
Ky, K3, die auf der = - und y-Achse liegen, erhalten wir f|K1 = f\Kz =
0. Da f im inneren auch negative Werte annimmt (z.B. bei (2/3,2/3))
befinden sich keine Extremalstellen auf K7 U K. Sei nun K3 die Kante
mit y = 1. Dann nimmt die Funktion f die Form : [0,1] — R,z + —a?
an. Diese hat keine kritischen Punkte in (0, 1). Dieselbe Logik

Funktioniert fiir die {ibriggebliebene Kante K4 (mit Funktion y — —y° ).

Da wir K7 U Ko bereits ausgeschlossen haben, ist die einzige noch
mogliche Extremalstelle (1,1) : Es gilt

£, = -1

und es ist einfach zu iiberpriifen, dass deshalb (z1,y1) := (1,1) eine
globale Minimalstelle von f ist. Wir schliessen also, dass
(zo,y0) und (z1,y1) die Extremalstellen sind.

Aufgabe Zeige Aussage (3) von Satz 2.53 aus der Vorlesung.

Zu zeigen ist, dass fiir einen nicht-degenerieten kritischen Punkt ¢ von
f:U = R(f ist C? und U C R™ offen ) gilt, p - ¢ # 0 impliziert, dass xo
kein lokales Extremum von f ist, wobei p (resp. q ) die Anzahl positiver
(resp. negativer) Eigenwerte von Hess (zg) ist. Da p - ¢ # 0, existieren
zwei Eigenvektoren yo und y; von

A := Hessy (z0)

mit Eigenwerten Ao < 0 und A; > 0. Man beobachte, dass fiir alle € > 0
folgendes gilt:

(e y)T Ale-yi) = (e yi, Ale-us))
e {yi, Ayi) = € (i, Ni - yi)
Exillyill® = Nille - will®

Ahnlich zum Beweis von (1) von Satz 2.53, verwenden wir die
Taylorentwicklung von f:

1
f(xO"l‘E'yi)=f(x0)+5(E'yi)TAyi+E2(x0+5'yi7$0)

Ai | Bz (zo+e-yi,w0) 2
= f (o) + (iJr—; el
2 lle - will
Wir wissen aus der Vorlesung, dass in beiden Féllen der Ausdruck
B3 (zo + € - ¥is zo0)
lle - will®

beliebig nahe bei 0 liegt, fiir £ > 0 geniigend klein. Insbesondere, gilt fiir
e > 0 geniigend klein, dass

A Es (xo+€-yo, i Es(xzo+€-yi,x
<70+ 2 (2o Yo 0)><07(7+ 2 (zo v 0)>>0
2 lle - yoll 2 lle - will
da Ao < 0 und Ay > 0. Insbesondere, gilt

fxo+6-yo) < f(xo),f(xo+0d-y1) > f(zo), Vée(,e]

Dies bedeutet, dass wir fiir jeden offenen Ball B um z¢ zwei Punkte
z0 = xo + dyo und z1 = zo + dy1 finden (fiir 6 geniigend klein), so dass

20,21 € B und f (20) < f (z0), f (21) > f (x0) -

Das heisst, dass z¢ weder ein lokales Maximum noch Minimum von f ist.

Aufgabe Seien a > b > ¢ > 0. Bestimme die Maxima und Minima der
Funktion

Flz,y,2) =2 + 9% + 2
mit Nebenbedingungen

2\ 2 2 2\ 2
QRO
a b c
Interpretiere das Resultat geometrisch.

Wir verwenden die Methode der Lagrange Multiplikatoren aus der
Vorlesung. Dazu verwenden wir, dass entweder Vg(v) = 0 oder
Vf(v) — AVg(v) = 0 fiir ein A € R. Wir berechnen

z/a?

y/b?

z/c?

Vy(z,y,2) =2-

(0,0,0) ist die einzige Nullstelle von Vg, ist aber nicht auf Y.
Andererseits haben wir

z(1 — N/a?)
Vi,y.2) = AVg(z,y.2) =2 |y —ap?) | 0.
z2(1 —A/c?)

Wir machen eine Fallunterscheidung und nehmen zuerst an, dass = # 0.
Dann muss aber, A = a? gelten. Da a > b > ¢ > 0, gilt die obige
Gleichung nur wenn y = 0,z = 0. Um x zu bestimmen, verwenden wir
(z,9,2) = (,0,0) € Y, das heisst

g(z,0,0) = 2%/a® — 1 Lo
Die Vektoren

ut = (£a,0,0)

erfiillen also die obige Gleichung. Ganz Analog erhalten wir vier weitere
Kandidaten fiir die kritische Punkte fiir die Falle y # 0 und z # 0,
namlich

vt = (0,4b,0), wF = (0,0, +c).
Da Y Kompakt ist, muss unter diesen 6 Punkten mindestens ein globales
Maximum und ein globales Minimum vorhanden sein. Wir haben a >
b > ¢, woraus sich schnell schliessen lasst, dass uT zwei globale Maxima
und w¥zwei globale Minima von f auf Y sind. Nun behaupten wir, dass
vTkeine Extrema von f auf Y definieren. Aufgrund der Symmetrie,
reicht es den Fall v = v zu betrachten.

Aufgabe Sei

—y
224y

JRAD\{0} 5 R?, f(z,y) =

Tt
Seien
Y ={(@y) €r* |z >0}
Z={(x,y)€R2\y>0}
U:{(z,y)GRz\x<0}

T:{(z,y)ERz\y<0}

Berechne Potentiale gy, gz, gu, g7, so dass zudem

gZ‘Zmy = !]Y‘Zmy s gUlUmz = QZ|UmZ 3 ngTﬂU = gU‘TﬁU'

Danach, berechne gr — gy auf T(Y. Erkldre die Relation zum

Wegintegral
[ 1as,
5

wobei v den Einheitskreis mit Zentrum (0, 0) bezeichnet.
Zur Erinnerung: fiir ¢ > 0 gilt die Relation
arctan(—1/t) = arctan(t) — w/2,

und fiir gy : Y — R2, (z, y) +— arctan(y/x),
gz : Z — R? (z,y) — arctan(—z/y) erhalten wir

Vv (z,y) = f(z,y), Viz(z,y) = f(z,y),

wobei hier (z,y) im jeweiligen Definitionsbereich von gy bzw. gz liegt,
und

—n/2, Y(z,y) €Y NZ

gz(z,y) — gy (z,y)
Fir
9z =gz +7/2
erhalten wir die gewiinschte Gleichung und es ldsst sich ein Potential g
auf Z UY definieren. Jetzt definieren wir

gu : U = R, (z,y) — arctan(y/z).
Ahnlich wie oben gilt auf U N Z (weil y > 0,2 < 0 ):
gu(z,y) = arctan(y/z) = gz (z,y) — 7.

Wir definieren also

gu i=gu + 7
und erhalten damit die zweite gewiinschte Gleichung. Damit ldsst auch
das Potential g : ZUY — R auf U U Z UY erweitern. Nun setzen wir

gr : T — R, (z,y) — arctan(—z/y),
und erhalten &hnlich wie oben fiir (z,y) € TNU (weil y < 0 und z < 0 ):

3T

gr(z,y) = arctan(—z/y) = gu (z,y) — —-.

Wir wahlen also
= g 4 3
gr ‘= 9gr 5
Fir (z,y) € TNY (weil > 0 und y < 0 ) folgt mit einem analogen
Argument:

3T
g7(@,9) — gy (@,y) = arctan(—z/y) + = — arctan(y/z) = 2.

Wir kénnen nun gy nicht umdefinieren, ohne die vorherigen Gleichungen
zu verletzen. Dies bedeutet, dass wir mit dieser Methode kein globales
Potential finden. Dies lasst sich auch durch die Berechnung des
gewiinschten Wegintegrales feststellen: Die Kurve v kann beschrieben
werden durch

v :[0,27] = R, ~(t) = (cos(t), sin(t))

— sin(t) — sin(t)

Af(S)ds:/()ZW dt:/o%dt:%r

Dies stimmt genau mit dem Wert gr — gy = 27 iiberein.

cos(t) cos(t)




Aufgabe Sei f:[0,1] x [0,1] — R definiert durch

_ (2k—1 21—1 .
Flay) = {1, falls (z,y) = ( ST 5T ) fiir k,1 € N und n € Np,
0, sonst.

a) Zeige, anhand von Ober- und Untersummen, dass f nicht integrierbar
ist.

Seien P, P, Partitionen von [0,1]. Es gibt ein N (abhingig von den
Partitionen), so dass es fiir jedes Rechteck I;; natiirliche Zahlen k, [ gibt,

so dass
2k—1 21 -1
oN s oN EIij.

Dies kann man wie folgt einsehen: an den Mittelpunkten der Quadrate

o, = [Q(k—l) 2k ] y [2(1_1) 21

oN ’9N-1 N ’2N—1:|’ k,leN.

ist f per Definition gleich 1 . Diese Quadrate haben Fléache 2= (N+1) ynd
decken das ganze Quadrat [0, 1]2 ab. Deshalb enthilt jedes Rechteck I;;,
fiir N gross genug, eins dieser C,ﬁ\fl Quadrate. Dies beweist also, dass flir
jeder Partition (P, P,) die Obersumme S (P, Py) von unten mit 1
beschrankt ist.

Fiir die Untersumme s (P, P,) beobachten wir, dass f auf A :=

([0,1] N Q) x ([0,1] N Q) gleich 0 und dass A dicht in [0, 1] liegt. Da
jedes Quadrat I;; das offene Quadrat (z;—1,x;) X (yj—1,y;) enthalt, hat
A nichtrivialen Schnitt mit I;; fiir alle Paare (¢, ). Also gilt

s(Pg, Py) =0.
Zusammengefasst haben wir:

sup
(Pz.Py)

s(Py,Py) =0<1= sup S (P, Py).

(P Py)
Das bedeutet, dass f nicht integrierbar ist.
b) Zeige, dass fiir alle z € [0, 1] die Funktion y — f(z,y) integrierbar ist

mit

/01 f(z,y)dy =0

und somit fol (fol f(z,y)dy) de = 0.

Die Menge aller Zahlen in [0, 1], die als 2l271 geschrieben werden kénnen
ist ist Q N [0, 1] enthalten. Somit erhalten wir, unabhéangig vom fixierten

T :

0 < f(z,-) < xon[o,1]-
Insbesondere gilt

1 1
/ flz,y)dy < / Xody <0,
0 0

wobei wir im letzten Schritt ein Resultat aus Analysis I verwendet
haben.

Aufgabe Berechne folgendes Integrale mittels Polarkoordinaten:

/02a [/(Jm(w2+y2)dy:| dx

Der Integrationsbereich entspricht der halbe, obere Kreisscheibe mit
Radius a um (a,0):

0<y<vV2az— 22 = y® < 2az — 2>
<:>y2+a:2—2aw+(a2—a2> <0

s (z —a)® + 9% < d’.

Bevor wir Polarkoordinaten verwenden, zentrieren wir die Scheibe im
Ursprung mit dem Koordinatenwechsel:

U(u,v) =

und erhalten
a A4 02—“«2 2 P
/ / ((u+a) + )dvdu
—a JO0

Jetzt machen wir den Wechsel auf Polarkoordinaten. Der
Integrationsbereich wird dann 0 < r < aund 0 < 60 < 7.

™ a 3
/ / (rcos(8) + a)® + r? sin(6)*rdrdf = Za47r
o Jo

Aufgabe Seit f : R? i R glatt mit V f(—+/3/2,3/2) = (6,2). Berechne
8, f(V/3,27/3), wobei & = rcos(8),y = rsin(f) die Polarkoordinaten
sind.

Wir haben g(r, 0) = (r cos(0), rsin(0)), somit ergibt sich mit der
Kettenregel:

orf = arf(g(T7 0)) 3mfarg+3yf8Tg
cos(0)0z f + sin(0)0y, f

cos(27/3) - 6 + sin(27/3) - 2

Aufgabe Finde alle reellen Lésungen der ODE

y" — 6y’ + 13y = (3z + 2)e”.

Wir 16sen zuerst die homogenen ODE. Char. Polynom

AZ —6A 413 = (A — (3 + 24))(A — (3 — 24)), ist die Losung der
homogenen Gleichung:

y(z) = A1€>” cos(2a) 4+ A2e>* sin(2z)
Sei nun yo(z) = (az + b)e” eine Partikuldrlésung. Wir rechnen nun
v — 6yp + 13yo = (8ax — 4a + 8b)e”™ = (3 + 2)e”.

Losen wir dieses System, erhalten wir fiir a = 3/8 und b = 7/16. Somit
haben wir die reelle Losung:

y(x) = A1 cos(2x) + A2e>® sin(2z) + (32/8 4 7/16)e”

Zuerst bestimmen wir die kritischen Punkte von f:
0=0,f(z,y) =22 —y, 0=0,f=2y—=x

Was (0, 0) entspricht. Damit ist dies der einzige kritische Punkt von f

und wir haben f(0,0) = 0. Weiter bemerken wir, dass

F(=2,-2) = 4,f(2,~2) = 12, £(2,0) = 4, f(~2,0) = 4. Eine

Parametrisierung ~ : [0, 7] — R? des Halbkreises ist gegeben durch

v(t) = (2cos(t), 2sin(t)).

0 = 8 f(y(t)) = cos(t) = £1/v/2 und sin(t) = 1/V2

Da wir nur an den Positiven y-Werten interessiert sind, erhalten wir
f(=2/v2,2/+/2) = 6 und £(2/v2,2/v/2) = 2. Nun miissen wir noch die
Seiten des Rechteckes iiberpriifen. Wir erhalten dabei f(—2, —1) = 3 und
f(—=1,—2) = 3 als einzige Extremalstellen.

Wir kénnen nun folgern, dass (2, —2) eine Maximalstelle und (0, 0) eine
Minimalstelle ist.

log(\ﬂwzﬂﬂ))

g dxdy, wobei

Aufgabe Berechne das Doppelintegral [ fA
A={(z,y) e R?|1 <a? +y* < 4}.

dr do

21 2 log (\/7‘2 cos?(0) + r? sin2(0))
A

r2 cos2(0) + r2 sin?(0)

:/M/Z)Mdrdg
0 1 T

27 [ 1002 2 1
[%(T)] do (u = log(r) and du = 7dr>
T

integration by subst,/
1

0

27 Jog?(2
:/ L()dgzﬂ.bg@)
o 2

Aufgabe Finde die Lésung y der ODE y”’ + ¢’ — 6y = x, so dass
y(0) = 1 und y’(0) = 0.

Die homogene Losung ergibt y(z) = A\1e%® 4+ Aae™3®. Nun suchen wir die
Partikularlésung der Form yo(z) = ax + b.

yé’+y6—6y:—6az+a—6b:z

Losen wir dieses System, erhalten wir fiir a = —1/6 und b = —1/68.
Somit haben wir die reelle Losung:
1
=neX p e 2
y(z) 1e°" + Aae 6 36

Mit den zwei Bedingungen erhalten wir nun y(0) = Ay + A2 — 1/36 und
y'(0) = 2X\1 — 3A2 — 1/6. Lésen wir nach den Unbekannten, erhalten wir
die Losung:

Aufgabe Bestimme die Maximas und Minimas des Vektorfeldes
flz,y)n = z2 + y? — zy, auf dem Bereich der auf der oberen Halbebene
einem Kreis mit Radius 2 entspricht und auf der unteren Halbebene
einem Rechteck mit Eckpunkten (2,0), (2, —2), (=2, —2), (=2, 0).

Aufgabe Betrachte das Integral [ [, (y — z)?(z + y)?°2%dxdy iber die
Region D, die Begrenzt ist durch die Koordinatenachsen und die Linie

x + y = 2. Berechne die Region R fiir den Koordinatenwechsel u = y — z,
v=x4+y.

Zuerst Berechnen wir die Inverse der Transformation x = %(—u + v) und
y = % (u+v). Wenn wir dies in D einsetzen erhalten wir:

v>u
R:{og—u+vg4 _Jusu+ta {ogvgz
0<u4+v<44+u—vw u > —v —v<u<w

v <2
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