Analysis 1

dcamenisch

Reelle und komplexe Zahlen

R ist ein komm., angeordneter Korper, der ordnungsvollstandig ist.

(A) Axiome der Addition (O1) Reflexivitit: ¢ < @
z,yER=>xz+y R vV € R
(02) Transitivitdat: @ < y und

(A1) Assoziativitit: y<z=>z<z
@tz =(+y+= (03) Antisymmetrie: z < y und
(A2) Neu%rales Element: y<zx=>x=y
z+0== (04) Total: Vz,y € R gilt
(A3) Inverses Element: Vo € R entweder y < z oder
JyeR:z+y=0 z <y
(A4) Kommutativitit:
c+y=y+a (K) Kompatibilitét

(M) Axiome der Multiplikation (K1) Ve,y,z€R:az <y =

z+2z<y+z

(M1) Assoziativitit: (K2) Vo >0,Vy>0:iax-y>0
v (v =(ry) =

(M2) Neutrales Element: (V) Ordnungsvollsténdigkeit Seien
z - l=ug A, B Teilmengen von R, so dass

(M3) Inverses Element: Va € R, .
r#03y €R:a-y=1 (i) A#0, B#0

(M4) Kommutativitdt: (i) Va € A und Vb € B gilt:

) a<b

roy=y- x

Dann gibt es ¢ € R, so dass

(D) Axiom der Distributivitét a<ec<hb.

e () =a oyt s

(O) Ordnungsaxiome (1-3 A . B
Partialorder) — AT —

Archimedisches Prinzip

Sei x € R mit > 0 und y € R. Dann gibt esn € Nmit y < n-x.
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Def. |z|:= max{z, —z}
= lzyl = l=llyl, |z +y| < |z[ + lyl, |z +y| = [I=z] - |yl|

Supremum und Infimum

Def. A C R heisst von oben [unten] beschriankt (v.o.b. [v.u.b.]), falls es
z € R gibt, sodass ¢ > a [z < a] fiir alle a € A. z heifit dann obere
[untere] Schranke von A. A heisst beschrankt, falls A v.o.b. und v.u.b.
ist.

Falls A eine obere Schranke mit € A hat, ist £ das Maximum von A,
z = Max(A). [Minimum analog)]

Satz. Falls A C R, A # 0 v.o.b. [v.u.b.] ist, gibt es eine kle-
inste obere Schranke [grosste untere Schranke]  von A. z heifit
dann Supremum [Infimum] von A, z = Sup(A) [z = Inf(A)].

Wenn z = Sup(A) so gilt:
(1) z > afiralleae A

(2) fiir alle y < z ist y keine obere Schranke von A
< flir alle y < xz gibt esa € A mit y < a

Falls A ein Maximum besitzt, ist Max(A) = Sup(A).

Eigenschaften

(1) Wenn A C B C R und B beschrankt ist, so ist A beschriankt und
Sup(A) < Sup(B),Inf(A) > Inf(B)

(2) Wenn A,BCR,A,B# 0 und a <b fiir alle a € A,b € B, dann
ist A v.o.b, B v.u.b. und Sup(A) < Inf(B)

Notation: Fiir A # () und nicht v.o.b. definieren wir Sup(A) = oo,
falls nicht v.u.b. Inf(A) = —oco

Folgen und Reihen

Def. Eine Folge (reeller Zahlen) ist eine Abbildung a : N* — R

Wir schreiben a,, statt a(n) und bezeichnen eine Folge mit (an)n>1

Bsp. an = "

Def. Sei (an)n>1 eine Folge in R oder C, so ist die Reihe (Sy),>1, die
Partialsumme S, = > ;_; ag.

Wichtige Folgen

(1) Arithmetische Folge: (ay), sodass ap4+1 — an = d konstant ist,
d.h. a1 =a, ag =a1+d, a,=a+(n—1)d

(2) Geometrische Folge: (an), sodass an+1 = ga, mit g konstant,

d.h. a1 =a, axa =qa, a,=q¢" " -a
Satz. Es gilt
_ . na firg=1
atga+--+q" la=al+q+--+¢" )= 1og"
R fir g #1
Grenzwert und Konvergenz
s )

Def. Eine Folge (a,)n>1 in C konvergiert fiir n — oo gegen
ein a € C, falls es fiir alle ¢ > 0 ein N € N gibt, sodass fiir alle
n > N gilt |a, —a] < e.

Aquivalent:
I € R gibt, so dass Ve > 0 die Menge {n € N*
endlich ist. Man bezeichnet a =
Grenzwert von (a,) ist.

Eine Folge (an)n>1 heisst konvergent, falls es
tan €]l —¢€,l+ €}

limp 00 @n, wobei a der

Falls die Reihe (S, )nen gegen S € C konvergiert, bezeichnet man
S=30l1an

. v

Falls eine Folge oder Reihe nicht konvergiert, so divergiert sie. Schreiben
wir a = lim,, ;o0 @pn, SO meinen wir, dass der Grenzwert der Folge (ay,)
existiert und gleich a ist.
Bsp. (1) Sei k € N, a,, = nFqm, 0< lgl <1 = limpsooan =0

(2) Seic>1, a, = % — limp 300 @n =0

(3) Seib € Z, limpoo(1+ ) =1

Satz. Eine konvergente Folge ist immer beschrinkt und
hat genau einen Grenzwert.

Bem. konvergent = beschrinkt, aber nicht umgekehrt!

Bem. a, konv.=b, =ant+1 —a, konv

Um zu zeigen, dass a der Grenzwert der Folge a,, ist, miissen wir zeigen,
dass |an, — a| < € ab einem gewissen n fir alle € gilt. D.h. wir formen
nach n um, dabei miissen wir auf das Ungleichzeichen und mogliche
Wurzeln aufpassen.

Satz.
limp o0 Cn =
limy o0 by = @

(Sandwich-Theorem) Sei
a und a, < b,

limg, 500 Gn = « und
< ¢p,Vn > k, dann gilt

Satz. Falls (b,),>1 gegen 0 konvergiert und |a,, — a| < by, dann
konvergiert (an)n>1 gegen a.

Satz. Seien (an)n>1, (bn)n>1 mit a = lim, o a, und

b = limy,— 0o b, so gilt:

(1) Die Folge (an + bn)n>1 konvergiert gegen a + b

(2) Die Folge (an - bn)n>1 konvergiert gegen a - b

(3) Falls b # 0 ist b,, # 0 fiir n gross genug und lim,, o (%) =¢.
(4) Falls 3K > 1 sodass ap < by, Vn > K,ist a <b

Der Satz von Weierstrass

Def. (an)n>1 ist monoton wachsend [fallend] falls:
an < an+1[an > an+1]7vn > 1.

Satz. Sei (an)n>1 monoton wachsend und nach oben
beschrankt. Dann konvergiert (an)n>1 mit Grenzwert
limy, o0 an = sup{ay, :n > 1}

Sei (an)n>1 monoton fallend und nach unten beschrénkt. Dann
konvergiert (an)n>1 mit Grenzwert lim, oo @ = inf{an : n >

1}

Bolzano Weierstrass

Def. Eine Teilfolge einer Folge (an)n>1 ist eine Folge (by,),>1 mit
bn = ay(n), wobei I : N* — N* eine Abbildung bezeichnet mit der
Eigenschaft [(n) < I(n + 1) Vn > 1 (das jeweils nichste Element der
Teilfolge kommt auch spéter in der eigentlichen Folge)

Satz. Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Limes Superior und Limes Inferior

Mit jeder beschrinkten Folge (an),>1 lassen sich zwei monotone Folgen
(bn)n>1 und (cn)n>1 definieren, welche dann einen Grenzwert besitzen.
Sei fiir jedes n > 1:

b, = inf{ay : k >n} und ¢, =supf{ar:k >n}
Dann ist b, < bpy1 und cnq1 < ¢, ¥V > 1. Nach Weierstrass sind beide

folgen Konvergent, und wir definieren:

liminfa, := lim b, und limsupa, := lim ¢,
n— oo n—oo n—s 00 n— oo

Ist liminf,, ;o an = limsup,, , _ an = Ilim, . a, mit
lim, ;o0 @p = liminf, ., a, =limsup,_, o an

Def. Ein abgeschlossenes Intervall ist von der Form [a, b], ] — o0, b],
la, 00[ oder | — 0o, o0[. Sei I = [a, b], so ist die Lange des Intervalls L(I)
=b—a.

Satz. (Cauchy-Cantor)

Sei Iy D I2 D I3 D ...I,, D I,41 2 ... eine Folge abgeschlossener
Intervalle mit L(I;) < 400, dann gilt Ny >11y # 0. Ist limy, oo Ly, =0,

so enthélt die Schnittmenge genau einen Punkt.

Konvergenzkriterien

Bem. Sei (an)n>1 konvergent < (an)n>1 beschrankt und

liminf, o0 @n = limsup,, _, o an.

Satz. Falls (an)n>1 eine monoton wachsende [fallende] Folge ist, dann
konvergiert (an)n>1 und limy, 4o an = Sup,, >, (an) [Inf,>1(an)] genau
dann, wenn (@ ),>1 beschrankt ist. B

Eine Folge in R verhilt sich eigentlich gleich wie Folgen in R. Sei
a(n)n>1(gleiche Schreibweise) eine Folge in R%. Sie konvergiert falls:
Ja € R mit Ve > 0 IN > 1 mit ||an, —a|| < eVn > N



Das Cauchy-Kriterium

Satz.

Eine Folge (an)n>1 ist genau dann konvergent, falls

Ve >0,IN >1 sodass |ap —am|<e Vn,m > N.

Solch eine Folge nennt man auch Cauchy-Folge.

Bem. Fiir eine Cauchy-Folge (an)n>1 gilt:
(1) = (an)n>1 ist beschrankt
(2) © (an)n>1 ist konvergent
Bem. an, =) ,_; % konvergiert nicht, aber |a,+1 — a,| konvergiert.
Strategie - Konvergenz von Folgen
(1) Fir Briiche, grosste Potenz von n ausklammern und kiirzen.
Alle {ibrigen Briiche der Form % streichen, da diese zu 0
konvergieren.

(2) Fir Wurzeln in einer Summe, multipliziere mit der Differenz
der Summe (bei a + b multipliziere mit a — b).

3) Anwendung Sandwich-Theorem.

4) Vergleich mit Referenz-Folgen.

5) Grenzwert durch simple Operationen und Umformen ermitteln.
6) Definition der Konvergenz / Limes anwenden.

(7) Fir rekursive Folgen, Satz von Weierstrass anwenden, obere /
untere Schranke abschitzen und per Induktion beweisen.

(8) Anwendung des Cauchy-Kriteriums
(9) Suchen eines konvergenten Majoranten.

Bsp. di1 =3, dpt1 =V3dp —2, Vn > 1

Beweise per Induktion, dass die Folge monoton fallend ist. Nun brauchen
wir eine untere Schranke. Induktionstrick fiir mdgliche Kandidaten vom
Limes. Angenommen die Folge konvergiert, so hat jede Teilfolge den
gleichen Grenzwert. Betrachten wir die Teilfolge I(n) = n + 1:

d= lim d, = lim dny; = \/ lim 3d, —2 = /3d — 2
n— oo n— oo n— o0

d? = 3d — 2, nehmen wir d = 2. Zeige nun dass die Folge nach unten
beschrankt ist, mit d = 2. Dies erfolgt wieder per Induktion.

Strategie - Divergenz von Folgen

(1) Suche einen divergenten Minoranten

(2) Fir alternierende Folgen zeige, dass
limy, - 00 Apy (n) # limy 00 Apo (n)-

Limes Binom Trick

Gegeben die Summe von zweier (oder einer) Wurzel, kann man wie folgt
vorgehen:

e G5 @)
vHe Ve = I sy Va8

lim (
&T—r 00

Limes Substitution Trick

Hier ein Beispiel:
1
. 2
Ihﬁrr;ox (1- cos(r))

Substituiere nun v = 1:

1 — cos(u) - Lim sin(u) - lim cos(u) 1

lim =
u—0 u? u—0  2u u—0 2 2

Limes Log Trick

Limes der Form co” und 1°° kénnen meist mit dem Log-Trick berechnet
werden: f(z)9(®) = 9(=)'1n(f(#) "gann Bernoulli (e ist stetig, daher
betrachten wir nur den Exponenten) anwenden oder vereinfachen.

v

+o0o

— 00

lim w(z)*® = lim e?(®) n(u(®) = elimfv(@)-In(u(@)]

Rechnen mit Reihen

Satz. Seien ) 77 | aj und Z‘]”:l

(1) Dann ist > 72, (ar +bx) = (372, ak) +
konvergiert.

b; konvergent, sowie a € C

(22521 b5) und

(2) Dannist 327 (- ar) = a- > 32, ar und konvergiert.

Cauchy-Kriterium fiir Reihen

Satz. Die Reihe > 72 | ar konvergiert genau dann, falls

m
Ye>0,IN>1 mit | arl<e Ym>n>N

k=n

(Nullfolgenkriterium) Aus dem Cauchy-Kriterium folgt, dass
eine Reihe Y 77 | an divergiert, falls limy, oo an # 0.

Kor. Seian, >0, s, =a1 + -+ an. So gilt:

>o0o  an konvergiert <= (sp) ist v.o.b.

Insbesondere: Falls 0 < b,, < ap, so konvergiert auch »->° | b,. Falls
an >0 und > > | a, divergent ist, sagen wir > >7 | a, = oo.
Satz. Sei > 32, ar eine Reihe mit ap > 0, Vk € N*. Die Reihe
> =1 ayp, konvergiert genau dann, falls die Folge (Spn)n>1,

n = : , ar der Partialsummen nach oben beschrénkt ist.

Absolute Konvergenz

Def. Eine Reihe } 77, ax, an € C heisst absolut konver-
gent, falls Y 7 | |ax| konvergiert.

Satz. Eine absolut konvergente Reihe ist auch konvergent und
es gilt:

oo
> a
k=1

oo
<> Jakl
k=1

Konvergenzkriterien
-

Kor. (Vergleichssatz)
Seien » 72, ap und > 77 ; by Reihen mit 0 < ap < by VE > K >
1 Dann gilt:

(1) >°p2, bx konvergent = 72 | ar konvergent
(2) >opZ, ax divergent = > 77 | by divergent

Dies wird auch Majoranten-
genannt.

/ Minorantenkriterium

Satz. (Leibnitz)
Sei (an)n>1 monoton fallend mit an,
lim,,—y 00 @, = 0. Dann konvergiert

SEES E;‘;l(—l)’“rlak und es gilt: a1 —a2 < S < a;g.

> 0, Vn > 1 und

Restgliedabschatzung: | Z?:n+1(—l)k+1ak| < ant1

Satz. (Dirichlet) Falls eine Reihe absolut konvergiert, dann konvergiert
auch jede Umordnung der Reihe mit dem selben Grenzwert. Eine
Umordnung ist eine bijektive Abbildung ¢ : N* — N*.

Satz. (Riemann) Fall die Reihe nur konvergiert, so gibt es immer eine
Annordnung, so dass > 77 agk) = @, Vo € R.

Quotientenkriterium: Falls (an)n>1,an # 0 und limsup,,_, o
|ant+1/an| < 1, dann konvergiert die Reihe abs. falls
liminf, oo |@n+t1/an| > 1 so divergiert sie. Aquivalent:
Falls lim,, o0 |an+1/an| < 1, so ist die Reihe absolut konvergent
(fiir > 1 divergent).

Wurzelkriterium: Falls limsup,, , . V/|an| < 1 konvergiert
die Reihe absolut, falls > 1 (auch limsup) so divergiert sie.
Aquivalcnt: Falls lim,, oo %/|an| < 1, so ist die Reihe abso-
lut konvergent (und fiir > 1 divergent).

n € N.

Bsp. Sei0# z € Cund a, = (27:;!,
ant1 | _ \zl("+1)/\z\ﬂ' =l <1

an - (n+1)! )y — n =2
= >, (nr;, ist konvergent.

Potenzreihen

Eine Potenzreihe ist eine Reihe von der Form > 72 cx - 2", wobei
(ck)r>0 eine Folge ist.

< 1 fiir n > 2|z|.

Def. Der Konvergenzradius p einer Potenzreihe entspricht:
falls limsupy_, o §/|ck| =0

+oo
P=q—1 S k
Tmsurr o Moy [olls limsupy,o Yler >0

(Aquivalent mit dem Quotientenkriterium)

Kor. Die Potenzreihe > 72 crz"® konvergiert absolut fiir alle |z| < p
und divergiert fiir alle |z| > p. Der Fall |z| = p muss jeweils noch separat
gepriift werden.

Satz. Ein Potenzreihe f(z) = > 77, crz® mit positivem
Konvergenzradius p, konvergiert gleichmassig auf [—p, p], insbesondere
ist f:] — p, p[— R stetig.

Bem. Absolut konvergente Potenzreihen sind stetig.

Doppelreihen

Gegeben eine Doppelfolge (ai;)i, j>0, so kénnen

o Z;C:O ajj = So+S1+ ... und Z?C:o >oi2gaij =bo 4+ b1+ ... beide
konvergent sein mit verschiedenen Grenzwerten. Wir nennen Zi,j>0 a;;
eine Doppelreihe. Wenn die Reihe absolut konvergiert, so sind beide
Grenzwerte gleich und jede Anordnung konvergiert zum selben
Grenzwert.



Das Cauchy Produkt

Def. Das Cauchy Produkt zweier Reihen }7° | a; und Z;’;O b;
ist die Reihe:

Z Z(an,fj ~bj) = aobo + (agbs + aibo) + ...
n=0;=0

Falls beide Reihen konvergieren, so konvergiert auch das Cauchy
Produkt.

Nun wollen wir noch betrachten ob man Summation und Limes
vertauschen kann.
Satz. Sei f, : N — R eine Folge mit:

1. f(§) = limp—oo fn(4) existiert Vj € N

2. Es gibt eine Funktion g: N — [0, oo[, mit
[fn(@)] <g(j), Vi >0,Vn >0 und Z;‘;O g(j) konvergiert.

Dann gilt Z]-QC:O f() =limp 0o E;o:[] fn(d)-

Integral Test

Sei f(z) eine stetige, positive und monoton fallende Funktion auf
[k,00[ und f(n) = an:

oo oo
/ f(z)dz konvergiert < Z a, konvergiert
k

n==k

oo oo
/ f(z)dz divergiert < Z a, divergiert
k

n==k

Strategie - Konvergenz von Reihen

(1) Handelt es sich um eine spezielle Reihe? (Geometrisch,
Teleskopiert, Harmonisch, Zetafunktion)

(2) Ist lim, oo ap = 07 (Nullfolgenkriterium)

(3) Ist das Quotientenkriterium oder Wurzelkriterium anwendbar?
(4) Existiert ein konvergierender Majorant / divergirender Minorant?
(5) Kann man das Leibnitzkriterium anwenden?

(6) Integral Test?

Stetigkeit und Funktionen

\. J

Def. Sei D C R, zg € D. Die Funktion f : D — R ist stetig
in einem Punkt zg, falls es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so
dass fir alle z € D gilt:

|z — o] <= [f(z) = flwo)| <e

Alternativ: Falls fiir jede Folge (an)n>1 mit lim, 00 an = xo
folgendes gilt:

F(lim_an) = f(z0) = lim_ f(an)

ist die Funktion f in x¢ stetig.

Def. Die Funktion f: D — R ist stetig, falls sie in jedem Punkt von D
stetig ist.

Bsp. Abrundungsfunktion [-] ist in jedem Punkt zo ¢ Z stetig, aber in
keinem Punkt z € Z.

Gleichmaiassige Stetigkeit: Eine Funktion f : D — R ist gle-
ichméssig stetig falls:

Ve >0,36 >0,Ve,y € D: |z —y|<d=|f(z) — f(y)] <e

Wobei Funktionen welche in einem kompakten Intervall stetig
sind, im selben Intervall auch gleichméssig stetig sind.

Rechnen mit Stetigkeit

Seizg € DCR, A€Rund f: D — R, g: D — R beide in z¢ stetig. So
gilt:

(1) f4+g9, X f, f-g sind stetig in z¢ (auch g o f bei anderen Def.
Bereichen)

(2) falls g(xo) # 0, dann ist g stetig in o fir DN{xz € D : g(x) # 0}
(3) |fl, max(f, g) und min(f, g) sind stetig in zq

(4) Polynomiale Funktionen sind auf ganz R stetig

(5) die Trigonometrischen Funktionen sin : R — R und cos : R — R
sind stetig

(6) die Exponentialfunktion e” ist auf ganz R stetig

(7) seien P, Q polynomiale Funktionen auf R mit Q # 0. Seien
T1,...,Tm die Nullstellen von Q. Dann ist % stetig fir
R\{z1,...,zm } (komplexe Nullstellen sind immer komplementér)

(8) sei f: Dy — D3 und g : D> — R Funktionen, sowie zg € Dy.
Falls f in 2o und g in f(xo) stetig sind, so ist g(f(zo)) : D1 — R
in zo stetig

Zwischenwertsatz

Satz. Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine stetige Funktion
und a,b € I. Fir jedes ¢ zwischen f(a) und f(b) gibt es ein z
zwischen a und b mit f(z) = c.

Der Zwischenwertsatz wird oftmals verwendet um zu zeigen, dass eine
Funktion einen gewissen Wert annimmt. Typische Anwendungsbeispiele
sind:
(1) Sei f:[a,b] — R stetig. Falls f(a) - f(b) < 0, dann 3¢ €]a, b[ mit
f(c) = 0 (also eine Nullstelle).
(2) Sei P(z) = anx™ + ... + ap ein Polynom mit a,, # 0 und n
ungerade. Dann besitzt P mindestens eine Nullstelle in R.

Min-Max Satz

Def. Ein Intervall I C R ist kompakt, falls es von der Form [a,b] ist
mit a < b.
Bem. Fiir z¢ in einem kompakten Intervall gibt es immer min. eine

Folge (an)n>1, an € I, so dass limy, o an = o-

Satz. Sei f:I = [a,b] — R stetig auf einem kompakten Inter-
vall I. Dann gibt es u,v € I mit

fu) < fz) < fv)

Insbesondere ist f beschrankt.

Vo € I.

Satz der Umkehrabbildung

Satz. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige, streng
monotone Funktion. Dann ist das Bild f(I) := J ein Intervall und die
Umkehrfunktion f~% : J — T ist stetig, streng monoton.

Bsp. Sein > 1. Dann ist f : [0, c0o[— [0, 00 als z — 2™ streng monoton
wachsend, stetig und surjektiv. Nach dem Umkehrsatz existiert nun eine
streng monoton wachsende, stetige Umkehrabbildung

F71:]0,00[= [0,00[ als  — V.

Konvergenz von Funktionenfolgen

Def. Eine Funktionenfolge ist eine Abbildung N — R? : n — f,,,
wobei f,, die n-te Funktion ist. Fiir jedes * € D erhalt man eine Folge
(fn (z))nzo in R.

Die Funktionenfolge (fn)n>0 konvergiert punktweise gegen
eine Funktion f : D — R, falls fiir alle z € D:

f@) = lim_fa()
Alternativ:

Ve >0, Vz € D, AN > 1, Vn > N,: |fn(z) — f(z)] <€

Die Funktionenfolge konvergiert gleichméissig gegen f falls:
Ve >0, 3N >1,Vn> N, Vz € D : |fn(z) — f(z)| < €
Alternativ:

Ve >0, IN > 1, Vn,m > N, Ve € D : |fp(z) — fm(z)| < €

Bem. Jede gleichméssig konvergente Funktionenfolge ist auch
punktweise konvergent, jedoch nicht umgekehrt!

Satz. Sei D C R und f, : D — R eine Funktionenfolge aus stetigen
Funktionen. Wenn f,, gleichméssig gegen f konvergiert, dann ist auch f
stetig. (Fir punktweise konvergenz muss dies nicht der Fall sein.)

Strategie - Konvergenz von Funktionenfolgen

(1) Punktweiser Limes von f,, auf D finden.

(2) Prife auf gleichméssige Konvergenz:

(i) Indirekte Methode: f unstetig bedeuted keine
gleichméssige Konvergenz, f stetig, monoton wachsend und
D kompakt bedeuted gleichméssige Konvergenz.

(ii) Direkte Methode: Berechne sup,cp |fn(z) — f(z)| (evtl.
Ableitung von |f, (z) — f(z)| gleich Null setzen). Danach
Limes fiir n — oo von sup,¢cp |fn(z) — f(x)| berechnen,
falls dieser Null ist, so konvergiert f, gleichméssig.

Konvergenz von Funktionenreihen

Def. Die Reihe }377 | fr(z) konvergiert gleichmaissig, falls die durch
Sn(x) = > h_o fr(z) definierte Funktionenfolge gleichmaéssig konvergiert.

Satz. Sei f, eine Folge stetiger Funktionen und es gilt
[frn(x)] < ck,Vr € D. Wenn nun ) 2, cp konvergiert, so
konvergiert auch die Reihe 772, fix(z) gleichmaissig, wobei der
Grenzwert f(z) eine stetige Funktion ist.




Grenzwerte von Funktionen

Wir betrachten Funktionen f: D — R und wollen den Grenzwert fiir den
Fall x € D strebt gegen z¢ finden. Dabei kann es sein, dass o ¢ D. Wir
nehmen an, dass zg ein Haufungspunkt von D ist.

zo € R ist ein Haufungspunkt der Menge D falls:

V6 >0: (Jzo— 6,0 +[\{zo})ND #0

Nun kénnen wir den Grenzwert von Funktionen betrachten.

Sei f eine Funktion und z¢ ein Haufungspunkt von D. Dann ist
A € R der Grenzwert von f(z) gegen zg, falls Ve > 0,35 > 0 so
dass

¥z € DN (o — 6,20 + S[\{wo}) : |£(2) — Al < ¢

Satz. Sei (@n)n>1, an € C beschrénkt:
(1) Es gibt mindestens einen Haufungspunkt der Folge

(2) Falls es nur einen Haufungspunkt a € C gibt, konvergiert (an)n>1
gegen a.
Bem. Seien f, g Funktionen und xo ein Haufungspunkt von D so gilt:

(1) limg—qq f(z) = A, wenn fiir jede Folge (an)n>1 in D\{zo} mit
limy, 00 an = zo folgt limp oo fan) = A

(2) Wenn zo € D, dann ist f stetig in zo falls lim; . f(z) = f(zo0)
(3) it saq (f + 9)(2) = iy mg £(2) + it ag 9(2)

(4) Ty sag (f - 9)(&) = lime g £(2) - limaag 9(z)

(5) Sei f < g, soist limgsaq f(z) <limg—yaq 9(2)

(6) Falls g1 < f < go und limg_54 91(2) = limg_s 0, g2(), so
existiert limg f(z) = limg 2 91 (z)

Satz. Sei z¢ ein Haufungspunkt von D, f: D — E eine Funktion mit
Yo = lim f(x) mit yo. Fall g : E — R stetig ist in yo folgt:
z5zq

lim g(f(z)) = 9(yo)

T—x(q

Linksseitiger und Rechtsseitiger Grenzwert

Sei f: D — R und zo € D ist ein Hiufungspunkt von D N ]zg, +oo[.

Falls der Grenzwert der eingeschréankten Funktion f im Bereich

D N Jao, +oo[ fiir © — zo existiert, wird er mit lim 1 f(x) bezeichnet
g

und nennt sich rechtsseitiger Grenzwert von f bei zg. Das Analoge
gilt fiir den linksseitigen Grenzwert.

Wir erweitern diese Definition auf lim . f(z) = +oo falls gilt:
g

1
Ve > 0,36 > 0,Vx € DN|xg,xo + 6[: f(x) > —
€

und analog fiir lim + f(z) = —oo:

1
Ve > 0,36 > 0,Vz € DN]zo, zo + 6[: f(z) < ——
€

Fiir den linksseitigen Grenzwert gilt das Analoge.

Differentialrechnung

Differenzierbarkeit

Sei zg € D ein Haufungspunkt, so f ist in z¢ differenzierbar,
falls der Grenzwert

f(@) = f(zo)

xr — I

_ o @0 ) — 5(a0)
= lim —@M——~
h—0 h

lim
Tz

existiert. Der Grenzwert wird dann mit f’(zo) oder %(Io) beze-
ichnet.

' )

Satz. (Weierstrass) Sei f: D — R, g € D Héaufungspunkt von
D. Dann ist folgende Aussage aquivalent zur differenzierbarkeit:
de € Rund r: D — R mit

o (@) = f(0) + c(w — wo) + (@) (@ — @0)

e 7(z09) = 0 und r ist stetig in z¢

Falls dies zutrifft ist ¢ = fl(:vo) eindeutig bestimmt.

Satz. Eine Funktion f : D — R ist genau dann in zg dif-
ferenzierbar falls 3 Funktion ¢(z) := f'(xz0) + r(x), so dass
f(x) = f(zo) + ¢(z)(z — z9), Vo € D. In diesem Fall gilt

¢(z0) = f (zg). Wenn man die Gleichung umformt erhélt man
¢>(1) — f(x)— f(=g) .

T—x(

Kor. f differenzierbar in xg = f stetig in z¢
Bem. Die Tangentengleichung von f im Punkt (zo, f(z0)) ist
y = f(zo) + f'(zo)(z — zo0).

f + D — R ist in D differenzierbar, falls fiir jeden
Haufungspunkt x¢g € D, f in z¢ differenzierbar ist.

Kor. Sei f: D — E eine bijektive Funktion und z¢o € D ein
Héaufungspunkt. Wir nehmen an f ist in z¢ differenzierbar und

f'(x0) # 0, zudem nehmen wir an f~! ist in yo = f(xo) stetig. Dann ist
yo ein Haufungspunkt von E und f~! ist in yo differenzierbar.

1

“1ys o
() o) = ey

(1) (f+9)(z0) = f'(z0) + ¢’ (z0)
(2) (f-9)'(z0) = f'(z0) - g(zo) + g’ (z0) - f(z0)

! €T €T — @ 4 x .
(3) (£)(wo) = Hz0dalo) L2007 (20) fiir g(ay) # 0

(4) (go ) (z0) = g'(f(z0)) - f'(z0)

(B) (F7 (yo) = 7f’(1wo)’ wobei yo = f(zo) und f'(zo) # 0
6) (a@) =1in(a)-a’@ . f(x)

(M) (F@)9) = f@)9@ - [in(f(2)) - g(2))’

Bem. Fiir gerade k gilt cosh(z)®) = cosh(x) und fiir ungerade k gilt

Cosh(a:)(’€> = sinh(«), analoges gilt fiir sinh.

Aussagen der Ableitung

Wir nehmen an f ist in D differenzierbar, so konnen wir folgende
Aussagen machen:

(1) f besitzt ein lokales Maximum in xg, wenn f’(z0) = 0 und
f"(z0) < 0 oder falls es § > 0 gibt mit:

f(z) < f(zo) Vz €]z — 8,20 + 6[ND

(2) f besitzt ein lokales Minimum in zg, wenn f’(z) = 0 und
f""(z0) > 0 oder falls es § > 0 gibt mit:

f(z) > f(zo) Yz €]zo — 8,0 + 0[ND

(3) f besitzt ein lokales Extremum in z¢ falls es entweder ein lokales
Maximum oder Minimum von f ist. Dies ist der Fall wenn
f'(zo0) = 0 und f"(wo) # 0.

(4) f besitzt einen Wendepunkt wenn f’'(z¢) = 0.
(5) f besitzt einen Sattelpunkt wenn f’(xo) = 0 und f”'(z) = 0.

Weiter gelten auch folgende Aussagen fiir f, g : [a,b] — R, wobei f, g
stetig und in ]a, b[ differenzierbar sind.

(1) Falls f'(¢) =0 Ve €]a, b[ ist f konstant
(2) Falls f'(e) = g’(€) Ve €la,blist f=g+c
(3) Falls f'(e) < [<]0 Ve €la, b ist f [streng] monoton fallend

(4) Falls f'(e) > [>]0 Ve €la, b| ist f [streng] monoton wachsend

Satz von Rolle

Satz. Sei f : [a,b] — R stetig und in ]a, b[ differenzierbar. Wenn nun
f(a) = f(b) gilt, so gibt es ein € €]a, b[ mit f'(e) = 0.

Mittelwertsatz

Satz. Sei f : [a,b] — R stetig und in Ja, b[ differenzierbar. Dann gibt es
 Ela, bl mit £(b) — f(a) = f'()(b — a).

Satz von L’Hospital

Sei f : [a,b] — R stetig und in ]a, b[ differenzierbar. Dann gibt es € €]a, b[
mit g’ (e)(f(b) — f(a)) = f'(e)(g(b) — g(a)). Falls nun g’(z) # O fiir alle =
ist, dann folgt g(a) # g(b) und

) ~ fa) _ £(0)
g(b) —g(a)  g'(e)’

Satz. Falls nun
’
lim f(z) =0, lim g(z) =0 und lim (=) =A
z—b— z—b— z—b— g'(x)

existiert, folgt
’
— im L8y
b= g'(x)

TPAC))

z—b— g(z)

L’Hospital gilt auch wenn: b = 400, ¢ — at, A = +00 oder
lim f = lim g = oco.

Weiter gilt die Regel von L’Hospital auch fiir Fille der Form “22”, indem

He) —L /L. Fiir Fille der Form
g(x) g(z) / f(z)
“oo — 00” kann man die Funktionen auf den gleichen Nenner bringen.

. 1 1 .
Bsp. limgz_o (m — ;) = lim, ¢

man sie wiefolgt umschreibt:

z—sinz
T sinx




f ist [streng] konvex (auf I) falls fiir alle z < [<]y, =,y € I und
Aeo,1]

FOz+ (1 =Ny <[<] MA@+ 0 -MNf()

Wobei wir folgende Bemerkungen machen kénnen:
(1) Die Summe zweier konvexer Funktionen ist konvex
(2) f ist genau dann konvex, falls fiir zg < z < z7 in I gilt:

f(@) = f@o) _ f(1) = (@)

xr — Zo

xry — T

(3) Die Funktion f ist genau dann [streng] konvex, falls f’ [streng]
monoton wachsend ist.

Bem. Alle Aussagen gelten auch fiir Konkavitét, wir miissen nur das
Ungleichzeichen umkehren.

Ho6here Ableitungen

Sei f: D — R differenzierbar.

(1) Fiir n > 2 ist f n-mal differenzierbar in D, falls f("~Y) in D
differenzierbar ist. Wobei n-mal differenzierbar = (n — 1)-mal
stetig differenzierbar.

(2) Die Funktion f ist in D glatt, falls sie Vn > 1, n-mal
differenzierbar ist.

Bem. Alle Polynome, sowie e”,sin und cos sind glatte Funktionen.

Rechnen mit Héhere Ableitungen

Seien f,g: D — R n-mal differenzierbar:
D) (F+9™ =r" 44
n
@ (f-9™=3% ()f®.g»=»
k=0
(3) % ist n-mal differenzierbar falls g(z) # 0,Vz € D

(4) (go f) ist n-mal differenzierbar

Potenzreihe

Satz. Sei f, eine Funktionenfolge, wobei f,, einmal stetig
differenzierbar ist fiir alle n > 1. Wir nehmen an, dass sowohl die Folge
(fn)n>1 wie (f},)n>1 gleichméssig konvergieren mit lim, o fn = f und
limy, 00 f,'L = p. Dann ist f stetig differenzierbar und f’ = p.

Satz. Sei > 2, cra® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
p > 0. Dann ist
oo
. k
f@) =" cx(z — z0)
k=1

auf Jzg — p, zo + p[ differenzierbar und
oo
f/(w) = Z k- cp(x — xo)k71
k=1

fir alle z €]zg — p, o + p[.

Taylox Approximation

Jede glatte Funktione kann als Potenzreihe angenédhert werden, dafiir
brauchen wir ein sogenanntes Taylor-Polynom (oder Taylorreihen). Die
trigonometrischen Funktionen sind genau solche Taylorreihen.

Sei f : [a,b] — R stetig und in |a, b[ (n + 1)-mal differenzierbar.
Fiir jedes a < z < b gibt es € €]a, z[ mit:
n p(k) (n+1)
_ f( (a) k f (€) n+41
f(z)—kz:%T(I*a) +W(I*G)

‘Wobei wir hierbei das n-te Taylor-Polynom 7,, und eine Fehler-
abschatzung R,, erhalten.

\ 7

Fnt1) (o
eI
Fehlerabschitzung innerhalb eines Bereiches von a verwendet. Man
nimmt daher den Wert von € €]a, [, so dass der Fehlerterm am grossten
ist.

Spezielle Punkte

Sein >0,a <zg < bund f: [a,b — Rin ]a,b[ (n+ 1)-mal stetig
differenzierbar. Annahme: f'(zo) = f"(z0) = ... = (" (20) = 0

Bem. Der letzte Term (z — a)"*! wird meist zur

(1) Falls n gerade ist und zo eine lokale Extremalstelle, folgt
Fr Y (@o) =0

(2) Falls n ungerade ist und £+ (z0) > 0, so ist @0 eine strikte
lokale Minimalstelle

(3) Falls n ungerade ist und ("1 (z0) < 0, so ist @ eine strikte
lokale Maximalstelle

Ist g jedoch keine Extremalstelle bleiben zwei Optionen:
(1) f'(zo) = 0 A zg keine Extremalstelle =—> ist ein Sattelpunkt

(2) f"(z0) = 0 A zo keine Extremalstelle = ist ein Wendepunkt

Integralrechnung

Das Riemann Integral

Eine Partition P von I ist eine endliche Teilmenge P C [a, ]
wobei {a, b} C P.

Mit §; bezeichnen wir die Lange des Teilintervalls [z;—1, z;].

Mithilfe der Partition kénnen wir nun die Untersumme / Obersumme
einer Funktion definieren:

f(@)

@1 <e<e;

s(£,P)=>_ fidi, fi=  inf
=1

f(=@)

sup
zj_1Selw,

n
S(f,P)=>_ Fidi, Fi=
i=1
Fiir Verfeinerungen P’ gilt: s(f, P) < s(f, P') < S(f, P’') < S(f, P).

Sei nun P(I) die Menge der Partitionen von I, so definieren wir:

s(f) = sup s(f,P) und S(f)= _inf
PeP(I)

S(f, P
P( PeP(I) (f’ )

Satz. Eine beschriankte Funktion ist Riemann integrierbar,
falls s(f) = S(f). In diesem Fall bezeichnen wir den gemein-
samen Wert als:

st = [ s@aw=50)

Alternativ: eine beschriankte Funktion ist genau dann integrier-
bar, falls

Ve > 0,3P € P(I): S(f,P) —s(f,P)<e

Integrierbarkeit schnell zeigen

Seien f, g : [a,b] — R beschriankte, integrierbare Funktionen und A € R:

(1) f ist stetig = f ist integrierbar
(2) f ist monoton = f ist integrierbar

(3) Seien f, g beschrankte, integrierbare Funktionen und A € R. Dann

sind f + g, A- f, - g, |f], max(f, g), min(f, g) und £ (falls
lg(z)| > B > 0) integrierbar

(4) Jedes Polynom auf [a, b] ist integrierbar, auch gg:g falls Q(z)
keine Nullstellen besitzt

(5) Sind f, g in einer endlichen Menge an Punkten verschieden, sind
entweder beide oder keine der Beiden integrierbar

Eine stetige Funktion ist auf einem kompakten Intervall immer
integrierbar. Sei f : [a, b] — R stetig, dann ist f integrierbar.

Rechnen mit Integralen

Sei I C R ein kompaktes Intervall mit Endpunkten a, b sowie f,g: I — R
beschrankt integrierbar und A1, A2 € R. Dann gilt:

/b()\lf(a:) + Xag(z))dz = M\ /b f(z)dz + Xa /b g(z)dx

Sei a,b,c € Rmit a+b,b+ c,ac,bc € I, so gilt:
bt b b 1 fbe
/ f(z)dz = / f(t+ ¢)dt und / f(et)dt = — / f(z)dz
a a c ac

a+tc

Ungleichungen und Mittelwertsatz

Es gibt einige Ungleichungen, welche wir zum Abschéitzen von
Integralen brauchen kénnen:

(1) Sei f(z) < g(x),Vz € [a,b] = [} f(x)dz < [} g(a)dz
@) | f? fo)de] < [ |f(2)lda
@) | 2@ g(@)dz| < /[P F2(2) - \/[? 8? ()

Diese Ungleichungen fiithren dann zum Mittelwertsatz:

Satz. Sei f:[a,b] = R stetig. Dann gibt es £ € [a, b] mit:

b
/ f@)dz = £(E)b - a)

Daraus folgt unteranderem: Fiir f, g : [a,b] — R, wobei f stetig und g
beschrénkt integrierbar mit g(z) > 0, Vz € [a, b] gilt:

b b
gclat] [ G@eends = £©) [ oo



Fundamentalsatz der Analysis

Der Fundamentalsatz der Analysis (oder Differentialrechnung) besagt,

dass die Ableitung die Umkehrung des Integrals ist.

Seien a < b und f : [a, b] — R stetig. Dann ist die Funktion

F(z) = /I f(tydt, Va<az<b

in [a, b] stetig differenzierbar und

F'(z) = f(z), Vz € la,0]

Wir nenne F die Stammfunktion von f. Es gibt eine Stamm-
funktion F' von f, die bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt ist und es gilt f: f(z)de = F(b) — F(a).

\.

Partielle Integration

Seien a < b reelle Zahlen und f, g
bar. Dann gilt:

: [a, b] — R stetig differenzier-

b , b b ,
[ U@ g @ = 1@ 9@| - [ ('@ gz

bzw. fiir unbestimmte Integrale:

[@) - g @)ds = @) - 9(@) ~ [(7'(@) - g(@))dz

\.

1 1falls arc- oder log-Funktion vorkommt, 2™, ) 1+T2 yeee

} 2™, arcsin(z), arccos(x), arctan(zx), . . .

7egal” e®,sin(x), cos(x), sinh(z), cosh(z), . ..

Substitution

Die Substitution ist die Umkehrung der Kettenregel. D.h. wir wollen

Substitution vorallem verwenden, wenn wir innere Funktionen haben.

Sei a < b, ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar, I C R ein Intervall
mit ¢([a,b]) C I und f: I — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

b , @ (b)
[ s ¢ wi= [ e
a ¢(a)
bzw. fiir unbestimmte Integrale:

[ 16w ¢ @it = [ @],

=¢(t)

Bsp. [ ﬁdm substitution mit ¢t = V9 — x2:
= 9—12 = o % g —tedt
xr = — r = ——— r = —
29 — t2 V9 —t2

Y

[ —dt = —t riicksubstitution =

Niitzliche Substitutionen

(1) e, sinh(x), co;h(m), subst: t = €%, dzx = % Dann
: 2 =il
sinh = cosh = “—;

(2) log(z) subst: t = log(x), = = e, do = e'dt

(3) fir gerade n: cos”(:v), sin” (z), tan(z) Sub: t = tan(z),

dy = 1+t2 dt, sin®(z) = ljrﬂ’ cos®(z) = ﬁ
(4) fur ungerade n : cos™(z), sin™(x), Sub: t = tan(z/2),
.2
dy = 1+t2 dt, sin(z) = %, cos(z) = i+22
[ V1 — x2dzx sub: = = sin(z) oder cos(x)
(6) [ V1+ 22dx sub: x = sinh(z)
. 7
Strategie - Berechnung von Integralen
Bruchform:

(1) Vereinfache, so dass ein einfacher Nenner entsteht

(2) Partialbruchzerlegung

(3) 21\‘/% oder % erkennen = /u oder log |u|

Produktform:

(1) Partielle Integration anwenden (evtl. mehrmals)
(2) Kettenregel verwenden

Potenzen:

f: f(2)°dz umformen in fnb(f(:r)L - 1)dx oder f:(f(ac)cfl

dann partielle Integration zu verwenden.

- f(z))dx um

Exponentenform:
e/ log Trick verwenden, wenn Variabel im Exponenten ist.
Produkt mit e, sin, cos:

Mehrmals partielle Integration anwenden, wobei sin, cos immer g’ und e
immer f ist.

Summe im Integral:

Summe aus dem Integral herausziehen (dafiir muss die Reihe
gleichmaéssig konvergieren).

Integration von konvergenten Reihen

Sei fp : [a,b] — R eine Folge von beschrankten, integrierbaren
Funktionen, die gleichmaissig gegen eine Funktion f : [a,b] — R
konvergiert. Dann ist f beschriankt, integrierbar und es gilt:

nlew /b fn(z)dx = /b nIme fn(x)dx = /b f(x)dz

Weiter gilt, wenn >-°7 ) fn auf [a, b] gleichméssig konvergiert:

Z/ fn(z) dw—/ Z fn(x)dx

n=0 a n=0

Sei nun f(z) = 3 cpz” eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius
p > 0. Dann ist fiir jedes 0 < r < p, f auf [—r, r] integrierbar und es gilt

vz € [—p, p]:
0 skt 1

Euler-McLaurin Formel

Die Formel hilft Summen wie 1! + 2 + 3t + ...+ n' abzuschitzen. Fiir
die Formel brauchen wir die Bernoulli Polynome B,,(z), sowie die
Bernoulli Zahlen B, (0).

Wir brauchen dafiir Polynome welche durch die folgenden Eigenschaften
bestimmt sind:

(1) Pl=Pr_1,k>1

(2) [ Pe(w)dz =0, Vk>1

Fiir das k-te Bernoulli Polynom gilt: By (x) = k!Pj(z). Wir definieren
weiter Bg = 1 und alle anderen Bernoulli Zahlen rekursiv:

Bg—1 = Zfz_ol (If)Bl =0.

Somit erhalten wir fiir das Bernoulli Polynom folgenden Definition:

LI N
By (z) = Z (i)B T
=0
1

Hier ein paar Bernoulli Polynome: By(x) = 1, Bi(z) = = — 3,
By(z) =2® —x + &, Bs(z) = o® 2+ iz,

By(z) = 2zt — 223 + 22 — %, Bs(z) = x® — %1‘4 + %wg - %J, Die
Bernoulli Zahl B; entspricht B;(0). Nun definieren wir noch:

B(x) = {ﬁiﬁil n)

) 1
~*  wobei / By (z)dx =0
0

Ve:0<z <1
Ve:n<z<n+1

Somit kommen wir auf die Euler-McLaurin Summationsformel:

~ )

Sei f :[0,n] — R k-mal stetig differenzierbar. Dann gilt:
Fir k= 1:

Zf()—/ F@)dz + 2 (F(m) — $(0)) +/ Bi(0)f (2)da

i=1

Fir & > 1:
élf i) = [ f(z)dz + L (f(n) — £(0)) +
i (—1) BJ (f(Jfl)(n) f(j—l)(o)) + Ry,
j=2

wobei

k—1
A= S /Bkmf““(x)dx

Bei den jeweils letzten Termen handelt es sich um einen Fehlerterm.

Bi () T4z ist eine Cauchy Folg
= (T+1)2 x ist eine Cauchy Folge

Stirling’sche Formel

Die Stirling’sche Formel macht eine Aussage iber das Verhalten der
Fakultat:

. 2mn - n" b i n! 1
n!~ ——— bzw. im —— =
e/n’ n—,oo vV 27n-n"
s

Dies ist jedoch nicht so niitzlich, da wir nicht wissen wie schnell die
obige Folge gegen 1 konvergiert. Aber mit der Euler-McLaurin Formel
erhalten wir eine prazise Aussage.



27n - n™

! + Rs( )>
en xp 12n A

\/g 1
R < X2
[Ra(m)l < 576 - 2

Uneigentliche Integrale

Das Riemann Integral setzt voraus, dass [a, b] ein kompaktes Intervall ist
und f beschriankt. Unter gewissen Voraussetzungen ist dies aber nicht
notig.

n! =
wobei

n>1

Sei f : [a, c0[— R beschriankt und integrierbar auf [a, b] fiir alle

a < b. Falls: .
lim / f(z)dz
b—oo J,

existiert, wir bezeichnen den Grenzwert mit

/:o f(z)dz

und sagen, dass f auf [a, oo[ integrierbar ist.

\. .

Auch hier kénnen wir das Minoranten / Majoranten Kriterium
verwenden. Weiter gilt, dass wenn die Funktion f : [1, co[— [0, oo
monoton fallend ist. Die Reihe genau dann konvergiert, wenn f1°° f(z)dz
konvergiert.

Eine weiter Situation fiir ein uneigentliches Integral ist, falls f :Ja,b] — R
auf jedem Intervall [a + €, b], € > 0 beschrankt und integrierbar ist.

f :]a,b] — R ist integrierbar, falls

b
lim f(z)dz
e—0t Jate

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert mit f: f(z)dz beze-
ichnet.

Bsp. Seixz € R, f(t) =t".
Integral.

Dann ist f auf |0, 1[ ein uneigentliches

1
= 1
=z > —1und /tldt=7 fiir z > —1
x+1
0
Weiter ist f auf [1, co[, ein uneigentliches Integral.

oo
2 1
=z < —1 und /t”dt:—iﬁjrw<—1
. 1+
1

Gamma Funktion

Die Gamme Funktion wir dafiir gebraucht um die Funktion n — (n — 1)!
zu interpolieren. Fir s > 0 definieren wir:

T'(s):= /00Q e " lde = (s — 1)!

Die Gamme Funktion konvergiert fiir alle s > 0 und hat folgende weiter
Eigenschaften:

1 r@)=1
(2) T'(s+1) = sT'(s)
(3) T ist logarithmisch konvex, d.h.
T(Az + (1= A\y) < T(@) ' T(y)'
fir alle z,y >0 und 0 < A < 1.

Die Gamme Funktion ist die einzige Funktion |0, co[—]0, co[ die (1), (2)
und (3) erfiillt. Zudem gilt:

n!n®

li -
oo z(z 4+ 1)...(x + n)

Unbestimmte Integrale

Sei f : I — R auf einem Intervall I C R definiert. Falls f stetig ist, gibt
es eine Stammfunktion F fiir f. Wir schreiben in diesem Fall:

I'(z) = Vo > 0

/f(x)dm =F(z)+C

Das unbestimmte Integral ist die Umkehroperation zur Ableitung. Es
gelten (fast) alle bereits erwahnten Tricks und Eigenschaften.

Stammfunktionen von rationalen Funktionen

P(x)

Die Stammfunktion einer Funktion R(z) = e I)] bestehend aus

rationalen Funktionen lasst sich als eine Funktion von Polynomen,
rationalen, exponentiallen, logarithmischen, trigonometrischen und invers
trigonometrischen Funktionen darstellen.

Zuerst wollen wir das grad(P) < grad(Q) gilt, falls die nicht der Fall ist
fithren wir Polynomdivision aus. Danach bestimmen wir alle reellen und
komplexen Nullstellen von @ und deren Vielfachheit. Eine Nullstelle
kommt so oft vor wie ihre Vielfachheit, mit allen Potenzen.

Nun gilt:

N M
R(z) = Y Ri(z) + Y Zi(2)
k=1 k=1

Hier ist N die Anzahl reeller Nullstellen und M die Anzahl der
komplexen Nullstellen. Es gilt:

Oky ) Pkny,
w(@) (x — ox) (x — xp)? + (x — zp)™k
Qk(I) _ Ak + bklx aknlk + bkmk z

G-an2+8) T @oanzram

Somit kénnen wir die Funktion mit Partialbruchzerlegung in einzelnen

Briichen darstellen, welche dann leichter zu integrieren sind. Wenn wir
eine reelle Nullstelle haben so gilt:

/ 1 In(x —~;) firn=1
- Y
(@ =)™ (D) ()T

Fir komplexe Nullstellen gilt:

A+ Bz _ B(z — «a)
(@— 2+ 57  (@—a)? + 52

A+ Ba
(z—a)? + 5%

/ B(z — ) _ %ln((zfa)2+,32)j firj=1
((z =)z +p52)7 =

(A-N((z—a)2+p2)i~1

Fiir den letzen Term brauchen wir die Substitution (z — «) = St

LI
/ (t2 + 1)7

A+ Ba . A+ Ba
(@—a)2+p42)7 — p2—1

oo}

sp.
22—z + 2
[
Wir finden die erste Nullstelle (z — 1) durch ausprobieren. Danach
fithren wir Polynomdivision (durch & — 1) aus und erhalten damit die

zweite Nullstelle (w2 +1). Da 22 + 1 eine komplexe Nullstelle ist, nehme
wir dafur A + Bzx.

A+ Bx C o 22—z +2
z2 41 z—1 (224 1)(z—1)

— 2’ —2+4+2=(A4+C) -2+ (B— Az +(C-B)-1
— B=0,A=-1,C=1

1 -1
Ed /:1:71+:1:2+1 = In(z — 1) — arctan(z) + C

Sonstiges

Injektiv / Surjektiv

Gegeben eine Funktion f: X — Y:

Injektiv: Va,b € X, f(a) = f(b) =>a=0>
Surjektiv: Vy € Y, Jz € X, f(z) =y

Sei f: D — E eine injektive Funktion und g : E — D eine surjektive
Funktion, so ist die Verkniipfung g o f bijektiv.

Injektivitit zeigen: f injektive < f streng monton < f’ > 0 oder
f<o.
Surjektivitdt zeigen: Mit Zwischenwertsatz, sei der Bildbereich ]a, b[
(1) lim f(z) =bund lim f(x)= a zeigen
T —r 00 Tr—r—o00
(2) Sei nun y €]a, b] beliebig. Wegen den Grenzwerten von f gilt:

Jz1 < z2: f(z1) <y < f(z2). Mit dem Zwischenwertsatz gilt
dann: Jc € [z1,x2] : f(¢) = y und somit ist f surjektiv.

Niitzliche Formeln

a12+bx+c:O:>m:

—b £ Vb2 — 4dac

2a

Bt —a" = (b—a)B" " 4" 2 ad - a" 2 b

n n!
(o) = (n — k)IK!’

Bernoulli Ungleichung

ap + k1

Vak - a <
k k+1 )

1+x)">14n*xz VneNz> -1
Young’sche Ungleichung

1
Ve > 0,Vz,y € R: 2Jzy| < ex’ + —y?
€

Binomialsatz

@ =3 (1)a" "
k=0



Die Exponentialfunktion

(6) sin(2z) = 2sin(z) cos(z)
(7) cos(2z) = cos(z)? — sin(z)?

Def. Die Reihe Z (n), heisst Exponential von z, Ein paar Funktionswerte:
n=0
22 23 Z4 z o o o o o o o o
exp(z) =142+ 5 + 5 + 21 +..= a 0 30 45 60 90 120 150 180 270
Es gilt exp(z) = lim, 00 (14 Z)". Diese Reihe ist stetig, streng 0 5 T 5 z 27” %{ ™ 37”
monoton wachsend und surjektiv.
h JeRHy sina | 0| L | 2| & | 1 z 1 0 -1
Fiir die Exponentialfunktion gilt: cosa | 1 @ % 1 0 -1 —§ -1 0
(1) exp(z) exp(y) = exp(a + 1) wna |0 2 | 1 | V3| ~a| —va| 4| o |wa
(2) exp(z) > 1Va >0
(3) 2% =exp(a-In(z)) und z° =1 3 3
(4) exp(iz) = cos(z) + ¢ - sin(z) 3 s ? i l +
o o
(5) exp(i- %) =1, exp(im) = —1 und exp(2ir) = 1 ! + ° ° 3 3
s s s | 8| 3] ¢ |%
Der natiirliche Logarithmus : > = — — ~ ~
Der natiirliche Logarithmus In :]0, co[— R bildet die Umkehrfunktion zu sin —sina | cos cos sin — sin — sin sin
exp und ist streng monoton wachsend und stetig. Fiir den natiirliche
Logarithmus gilt: cos cos sin — sin — cos — cos cos cos
(1) In(1) =0 tan — tan cot — cot — tan tan — tan tan
(2) In(e) =1
(3) In(a-b) =1In(a) + In(db) Zusétzlich definieren wir noch:
(4) In(a/b) = In(a) — In(d) sin(z) ™
tan(z) = , Vza¢ —+7-Z
(5) In(z?) = a-In(z) cos(z) 2
(6) z.ab = gott ;
1) (a%) b cot(z) = C?b((z;, Vzg¢rm -7
T =z sin(z
n—1 . .
(8) In(1+ ) = Z (,1) 2t (—1<z<1) Es gilt weiter:
T .
. sin(arctan(z)) = ——— sin(z) — _ tan(z)
Im Allgemeinen gilt log, (a) = % vw21+ 1 (x) 1+ tan2(z)
Trigonometrischen Funktionen cos(arctan(z)) = Ve i1 cos(x) S —
T =
Def. Wir kénnen die folgende trigonometrische Funktionen definieren: V1 + tan?(z)
( 1) 2+t 23 25 57 oiF _ iz Nullstellen: Arc Funktionen:
sm(g),z — -4+ 4= cos =[5 +km: k€ Z] arcsin := [~1,1] = [~ 5, §];
= (@n+1)! 3! 5! 7! 24 sin = [km : k € Z] arccos := [—1,1] — [0, 7];
arctan := [—-1,1] = [- 5, T;
oo n_2n 2 4 6 iz —iz
=Y S =t —
cos(z) = TLXZ:O e Sl a ty gt T — Hyperbol Funktionen
(1) cosh(x) := # R — [1, 00]
sin : R — R und cos : R — R sind stetige Funktionen und aus
dem Quotientenkriterium folg, dass beide Reihen absolut kon- (2) sinh(z) := e” —;*T "R R
vergieren mit Konvergenzradius +oo.
sinh o T e
(3) tanh(z) := sinhe — ZTJF% (R — [—1,1]

Folgende weiter Eigenschaften ergeben sich aus dem Zusammenhang mit
der Exponentialfunktion:

(1) cos(z) = cos(—z) und sin(—z) = —sin(z)

(2) cos(m — x) = — cos(z) und sin(w — z) = sin(z)
(3) sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

(4) cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)

(5) cos(z)? +sin(z)? =1

Es gilt cosh? —sinh? = 1

Sinus Abschitzung

Es gilt | sin(z)| < = mit folgendem Beweis:
f(z) =« —sin(z), >0 und f'(z) =1 — cos(z) >0

Weil f(0) =0, f(x) > 0 fiir x > 0. Dann ist |sin(z)| < |z| einfach.

Die Kreiszahl

Satz.
tion.

Wir definieren 7 als erste Nullstelle > 0 der Sinusfunk-

7 :=inf{t > 0:sint = 0}

Es gilt dann:
(1) sin(w) =0, m €]2,4]
(2) Vz €]0,n[: sin(z) >0

im

3) e2 =1
Potenz der Winkelfunktion

.2 1 2 1
sin”(z) = 5(1 — cos(2z)) und cos”(z) = 5(1 + cos(2z))

Reduktionsformel

-1
/Cos"(m)daj =0
n

/‘ sin” (z)dx = n-1
n
Bogenlange

Die Bogenlidnge L einer Funktion f auf dem Intervall [a, b] entspricht:

b
L= ["\i+ (@)
(Un)gerade Funktionen

Eine reele Funktion f ist gerade, wenn f(—z) = f(x) und ungerade wenn

f(—z) = —f(z)-e

Bekannte Taylorreihen

cos™ " !(x) sin(x)

/ cos™ % (2)dx +

/‘ sinn'72(:c)dz — 7(:08(1;) Si:n_l(x)

x 2 23 gt s
€ :1+$+?+§+I+O(1)
. z3  ab .
sm:c:x—§+a+o(w)
inh _ z? z° Ola”
Sinh(s) = + T+ 4+ O()
22 e 26 s
s 1T, T T
cos(z) >t 6!+ (z®)

z2 4

Cosh(z):1+7+—+—'+0(m)

5 2

tan(m):er% a® (z )

z3 2z 7
tanh(z) =2 — — + — + O

anh(z) =z — = + Z= +0(@")

z? z? 4 5
log(1 =zr— —+ — — — +0(:
os(l ) =o— — + & — — +0(’)

-1 -1 -2
1+2)* =1+az+ 0‘(0;' ) 2, ofa 3)'(0Y )a:S + O(:r4)

x z? x 4
V1 =14+ -=—4+=__-0
+z o -3t (=)



Typische Grenzwerte / Folgen

Teleskopsumme:

Bsp. 332 log (57 ) = £52, log(n) — log(n + 1) =

limg o0 % =0 limz 00 1+ % =1
limg 00 €7 = 00 lim, , o~ €e” =0
lim, y0oe ™ ® =0 lim, , e ® =o00
limg 0o :—; = o0 limg— — oo ze® =0
limg oo In(z) = 00 limg_,oln(z) = —c0
. 1 . 1
limg 5oe(l+ ) =1 limy so(l+z)z =e
lim (1+1)Y =1 lim (1+1)Y =1
1
limg 400 z%¢” =0, VO< g < 1 limg y0onmn =1
limg 400 (1 + %)T —e limg o0 (1 — %)T = é
limw%ioo (1 + é)mw —_ eknz limw%(] Sif],m =1
z E
. . osm—1
limg, 0 ﬁ(r) =1 limg, 0 % =0
lim, ¢ log% =1 limg oxlogz =0
. l—cosx . T —1
limg 0 % = % limg 0 *— =1
limg 0 srotans = 1 limg o arctanx = 5
. x —k s e —1
limg 5 0o (ﬁ) =e limg 0 S— =1
az
lim,_,o & ;1 =1In(a) Va > 0 lim, o < 171 =a
. In(z+4+1 . In(x
lim, 0 @ =1 limg 1 % =
limg 00 l“(TL) =0 limg 00 105’# =0
limg oo Yo =1 limg o0 2% =0
lim _ tanx = 400 lim te = —
x— T + (L‘*)ﬁ an o
2 2
limg 00 Sigm =0 lim,_ oy xlnz =0
Typische-Reihen
n . n(n+1) n 2 _ n(n+1)(2n+1)
i=1"= T 3 =1t = 6
Zn i3 = 712(n+1)2 o 1 _ =2
=1t = 1 i=1 5,2 — 6
oo 1 _ o i _ 1—zttl
> NCES Y=
. . . n k 1—gnt1 .
Die Geometrische Reihe: Y77 ¢~ = —5=4— konvergiert wenn

|g| < 1. Dies gilt auch bei n — oo.

Die Harmonische Reihe: Die Harmonische Reihe 37°° L1 ist

n=1n

divergent. Die alternierende harmonische Reihe ist jedoch konvergent.

Die Zeta Funktion: Die Riemann-Zeta Funktion {(s) = > 07 ; n—lg
konvergiert fiir s > 1.

log(1) + log(2) — log(2) + - - - = log(1) — lim,, o0 log(n + 1) = —co

Typische Ableitungen und Stammfunktionen

P(x) [ P'(a) = f()
c 0
% a-z? !
T et @t
ﬁ(aw +p)nt? (az +b)"
w::ll % a# —1
va N
vz Lo
2,3 Vi
#x%'H e
e’ e’
In(|z)) 5
log, || s = loga(e) 3
sin(x) cos(x)
cos(x) — sin(z)
tan(z) (‘,0521(.7:) =1+ tanZ(x)
cot(=) 1)
arcsin(x) \/1177
arccos(z) ﬁ
arctan(z) ﬁ
sinh(x) cosh(x)
cosh(x) sinh(z)
tanh(z) Tdt}?(w) =1 — tanh?(z)
arcsinh(x) \/1:_?
arccosh(z) \/112771
arctanh(x) ﬁ
1 —f' ()
f(x) (f ()2
aC(E a(‘..’l? - C 1n a
x® z¥ - (1+1Inz) =2>0
(z®)*® (z®)*(z + 2z In(z)) <>0
2@ .x(ww)(xw*l +Inz-z*(1+Inzx))

eCT (csin(az+b)—a cos(az+b))

a2+c

e’ (c cos(aw+b)tasin(aztb))

a2+4c2
sin? (x)
2

F(z) H F'(z) = f(x)
L In(az + b) ﬁ
& - g Injer + d et
7 In | Ta Iziaz
Lf(z) + % In(x + f(2)) VaZ ¥ 22
b a27m27§arcsinﬁ a? — z?
£f(2) — 9 In(z + f(x) 2 —a?
In(z + Vz2 £ a?) 772;&2
arcsin(1g7) 7{121712
L arctan(Z) ﬁ
— L cos(az + b) sin(ax + b)
1 sin(az + b) cos(ax + b)
—1In | cos(z)]| tan(z)
In | sin(x)| cot(x)
In [tan(3)| Ee)
In [tan(§ + 7) e
3 (z — sin(z) cos(x)) sin? ()
2 (z + sin(z) cos(z)) cos?(x)
tan(z) — x tan’(z)
—cot(z) —z cot?(z)
z arcsin(z) + V1 — 22 arcsin(z)
x arccos(z) — V1 — 22 arccos(z)
zarctan(z) — 3 In(1 + z?) arctan(z)
In(cosh(x)) tanh(x)
In|f(x)] L
z - (In|z| —1) In |z|
n}H (lnzv)"Jrl n#—1 %(lnw)"
5 (In z™)?  nzo Llna™
In|lnz| =>0z#1 e
ﬁabm ab!‘/
ca—1  cw . e
c
“:rll (lnz — %ﬂ) n#—1 z" Inx

€T sin(ax+b)

e®T cos(ax+b)

sin(x) cos(x)



Funktionen

) tan(x)

exp(
arccos(x

larcsin(x)

cos(X n{x)

sin

0

Aufgaben

Multiple Choice

Folgen und Reihen

Sei (an), (bn) zwei Folgen, welche Aussgaen sind korrekt?
0O Wenn a,, < b, fir alle n € N und (a,) konvergent ist, so ist auch
(by) konvergent.

¥ Wenn 0 < b, < ai fiir alle n € N und a, — 0 fiir n — oo, dann
konvergiert auch (by,).

O Wenn |apn — bp| < & fiir alle n € N, dann konvergieren beide
Folgen.

O Wenn (b2) konvergiert, dann konvergiert auch (by,).
Seien (an), (bn) Folgen. Dann gilt:
M Falls (an) konvergiert und (b,) nicht, so ist (a, + by ) nicht
konvergent.
O Ist (an) beschrankt und (b, ) nicht konvergent, so ist (a, - by)
nicht konvergent.

M Falls (an) beschriankt und lim,, o by, = 0, so folgt, dass
limy, 00 @y - by = 0.
Sei f : R — [0, 00, so dass limg 0 f(z) # 0. Dann gilt:
O Ve> 0,35 > 0,s0dass 0 < |z| < = f(z) > e
M Es existiert eine Folge (z,) mit lim, . ,, = 0 und ein ¢, so dass
[f(zn)| > €,n €N
M Fir all z € R gilt f(z) > 0.
O Fiir jede Folge () mit lim,, o0 , = 0 gilt limy,, 500 f(zn) # 0.
Seie Y 77, an eine Reihe. Dann gilt:

[0 Falls Ve > 0,3N > 1, so dass ZLL:}LOO lakg] < €,Yn > N, dann ist
die Reihe konvergent.

M Falls die Reihe konvergiert, so folgt Ve > 0,3IN > 1 gilt
w00 a,] <€, Vn > N.
O Falls die Reihe Y 77 sin(ay) absolut konvergiert, so konvergiert
die urspriingliche Reihe.

> ,cpund a >0, ap =cpa™ und b, = nepa™ L.

O limsup, o Jan|"/" > limsup,, o, [ba*/"

1/n 1/n

O limsup,,_, o |an| < limsup,,_, o |bn|

M limsup,,_, |a"|1/" = limsup,,_, o |bn|1/"

oo 2™ m s : )
nel g 2 st auf dem Rand ihres

Die Potenzreihe )
Konvergenzkreises...

W {iberall absolut konvergent

O iiberall konvergent, aber nicht absolut konvergent

O {berall konvergent, aussert in unendlich vielen Punkten

O nirgendwo konvergent
Sei ¢ eine Abbildung einer Reihe > 72, ax und bp = ag(n). Dann gilt:

O Wenn die Reihe konvergiert und ¢ surjektiv ist, dann ist die
Reihe mit b,, auch konvergent.

[0 Wenn die Reihe konvergiert und ¢ injektiv ist, dann ist die Reihe
mit b,, auch konvergent.

[0 Wenn die Reihe absolut konvergiert und ¢ surjektiv ist, dann ist
die Reihe mit b,, auch konvergent.

W Wenn die Reihe absolut konvergiert und ¢ injektiv ist, dann ist
die Reihe mit b,, auch konvergent.

Sei 322 | aj, absolut konvergent, dann gilt fiir die Reihe 332 |ax|?
O konvergiert nicht unbedingt
W konvergiert immer absolut

0 konvergiert immer, aber nicht absolut

Funktionen

Seien f: R — R und h : R — [0, oo, so dass
limgy oo f(x) = — — 00, limg o0 h(z) = 0.

U Ist limg o f(z)h(xz) = 0 moglich?

O Ist limg o0 f(z)h(x) = co moglich?

W Ist limy oo f(z)h(z) = —oco moglich?

W Ist limg— — oo f(2)h(x) = co moglich?
Seien f, g monoton wachsende Funktionen:

O f - g ist monoton wachsend.

O

ist monoton wachsend fiir g(z) # 0.

Q= Q=

O

Seien f: X — Y,g:Y — Z Funktionen, so dass go f : X — Z eine
Bijektion ist. Welche Aussage ist richtig?

oder % ist monoton wachsend fiir f(z), g(z) # 0.

O f ist injektiv, g ist injektiv
W f ist injektiv, g ist surjektiv
O f ist surjektiv, g ist injektiv
O f ist surjektiv, g ist surjektiv

Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Sei f, eine Funktionenfolge, die
gleichméssig gegen f konvergiert. Es gilt:

O Sei zg €]a, b[. Falls f, fiir alle n > 1 in z¢ differnzierbar ist, so
ist f in z¢o differnzierbar.

W Falls f,, fiir alle n > 1 in zg auf [a, b] beschrinkt ist, so existiert
fiir jede Partition P der Grenzwert der Untersumme
limp, 00 s(fn, P) = s(f, P).

W Falls f,, fiir alle n > 1 in zq stetig ist, so ist f gleichméssig stetig.

W Falls f,, fiir alle n > 1 in x¢ konvex ist, so ist f konvex.
Sei D C R. Dann gilt:
O Falls D = 0, dann besitzt D einen Haufungspunkt.

W Falls D C E und zo ein Haufungspunkt von D, so ist zo auch ein
H&aufungspunkt von E.

O Falls FF C D und zo ein Haufungspunkt von D, so ist zg auch ein
Héaufungspunkt von F.

M Falls D endlich ist, gibt es keinen Haufungspunkt.

O Falls D unendlich ist, gibt es mindestens einen Haufungspunkt.

: D — R. Dann gilt:

¥ f, konvergiert punktweisen, wenn |f(z) — fn(z)| — 0, fiir n — co.

O f, konvergiert gleichmissig, wenn Ve > 0,Vx € D,3N > 0, so
dass |f(z) — fa(z)] < e

M Gleichmaéssige konvergenz von f, impliziert punktweise
konvergenz von fy,.

Welche Aussagen sind richtig?
O f:[0,1] — R beschrankt = f monoton.

O f:[0,1] — R strikt monoton wachsend = f stetig.
O £:0,1] — R monoton = f beschrankt.
W f:[0,1] — R monoton = f beschrankt.
Sei f :[0,1] — [0, 1] stetig und nicht konstant. Dann gilt:
M Es gibt einen Punkt = € [0, 1], so dass f(z) = .
O Es gibt einen Punkt = € [0, 1], so dass f(z) = 1.
O f hat eine eindeutige Maximalstelle.
M Das Bild f([0,1]) C [0, 1] ist ein abgeschlossenes Intervall. D.h. es
gibt a,b € [0,1] mit a < b, so dass f([0,1]) = [a, b].
Sei f : R — R stetig bei zo = 0, mit f(z¢) > 0. Dann gilt:
O Es gilt f(x) > 0 fir alle z € R.
W Es existiert €, > 0, so dass f(z) > € fiir alle z € (=94, 6) gilt.
Sei f: D — R, welche Aussage ist aquivalent zur Stetigkeit von f.
M Vx € D,Ve > 0,35 > 0, so dass fiir alle z € D gilt:

z€(x—96,z+4+08) = f(z) € (f(z) —¢, f(z)+e).
O Vz € D,36 > 0,Ve > 0, so dass fiir alle z € D gilt:
lz—z| <d=|f(z) = f(z)] <e
O Ve > 0,35 > 0, so dass fiir alle z, z € D gilt:
lz—z| <d=|f(z) = f(z)] <e
: R — R stetig. Dann gilt:
O f hat eine Maximalstellt
M Wenn f(1) =2 und f(3) = —1, dann gibt es ein ¢t €]1, 3[ mit
f(&) = 0.
M Wenn lim;_, o f(t) = 0 gilt, dann ist f auf [0, co[ begrenzt.
[0 Wenn f begrenzt ist, dann existiert lim;_, oo f(%).
Seien (an), (bn), (cn) Folgen mit ¢,, = ap, + b,,. Dann gilt:
O Falls lim,, o ¢, existiert, existieren lim, o a, und lim, .o bn
und es gilt limy, o0 ¢ = limy 500 @y + limy 00 by -
M Falls lim,, o0 ¢, und lim,, _, o b, existieren, existiert lim, _ oo an
und es gilt limy, 00 an = limy 500 ¢ — limy 500 by -
Seien a < b, g : R — R beschrankt und f : [a, b] — R brschrankt mit
f(a) < f(b). Dann gilt:
O Falls fiir jedes ¢ € [f(a), f(b)] ein = € [a, b] mit f(z) = c existiert,
so folgt, dass f stetig ist.
[0 Falls g o f und g stetig sind, so ist auch f stetig.
M Falls f stetig ist, gibt es z¢ € [a, b], so dass
f: zf(z)dx = @(b2 - aQ)A
: [0, co[— R stetig. Dann gilt:
¥ Es gibt eine differnzierbare Funktion F :]0, co[— R mit
F'(t) = f(t) fiir alle t €]0co].

¥ Wenn f(t) > 0 fiir alle t € [0, 1] und fol f(t)dt = 0, dann gilt
F(t) =0 fiir alle ¢ € [0, 1].



0O Wenn |f(t)| < 1+
0O Wenn >°°°, f(x) konvergiert, dann existiert [ f(t)dt.

Ableiten und Integrieren

Seien f(z) = sin(x) - e=/+% mit f(0) =0 und ax = f2215§+1)7r f(z)dz
Dann gilt:

O f ist stetig aber nicht glatt.

; fiir alle ¢ € [0, oo, dann existiert [ f(t)dt

@ f besitzt unendlich viele lokale Minimalstellen.
O f besitzt ein lokales Maximum in z = 0.
O a; >0
M limp o0 ar = 0.
Sei f differenzierbar. Dann gilt:
M f ist stetig.
O f' ist stetig.
O Falls f/(z) = 0,Vz € D, dann existiert ¢ € R, f(z) = ¢,Vz € D.
M Falls D = (a,b),a < b, dann ist obige Aussage wahr.
Sei f eine ungerade Funktion. Dann gilt:
O £9(0) = 0 fiir i ungerade
O £9(0) # 0 fiir i ungerade
¥ f(0) =0 fiir i gerade
O f(i)(O) # 0 fiir ¢ gerade
Welche der Implikationen sind wahr?
M f differenzierbar = f stetig = f integrierbar
O f integrierbar = f differenzierbar = f stetig
O f stetig = f differenzierbar = f integrierbar
O f integrierbar = f stetig = f differenzierbar
Sei h(z) = g(f(x)) und f, g sind zwei nicht-negative Funktionen.
[0 Wenn f und g streng konvex sind, ist auch h konvex.
Y Wenn [ f(z)dz, [5°
fooo h(z)dz
Welche Aussage stimmt?
O Seien f, : [a,b] — R beschrankt und integrierbar. Dann gilt fiir
f(@) = limnoo fr(2) : 20500 [P fr(z)de = [23°°0 ) fn(z)da.
M Seien f,, wie oben, aber zusétzlich konvergieren sie gleichméssig.
Dann gilt: limg, oo fab fn(x)dz = f: f(z)dz.

O Die Umkehrung der zweiten Aussage ist wahr.

Weiter Aufgaben
Folgen und Reihen

Ex. Sei (ay,) eine induktive Folge mit a; = V2, Ant1 = V24 ap.
Beweise, dass die Folge durch 2 von oben beschrankt ist und
berechne den Grenzwert.

Wir wissen, dass die Wurzelfunktion monoton wachsend ist. Nun machen
wir einen Induktionsbeweis. Verankerung: fiir n = 1,a; = v2 < 2.
Induktionsschritt: a1 = V2 + an < /2 + 2 = 2. Somit haben wir die
Beschréanktheit gezeigt, nun beweisen wir noch, dass die Folge monoton
wachsend ist. Verankerung: fir n = 2,a2 = V2 + V2 > V2 =a.
Induktionsschritt: an,4+1 = V2 + ap > \/2 + an—1 = an. Da die Folge
beschriankt und monoton wachsend ist, folgern wir, dass ein Grenzwert
existiert. a = lim, o0 an =vV2+a = a? —2—a =0, da a,, > 0 kommt
nur die Lésung a = 2 in frage.

g(x)dx konvergieren, so konvergiert auch

Ex. Zeige, dass lim, o [[};_;(1+
Wir nehmen N € N, 1t} < 1. Da

k) N2
HZ:I(]‘ + ,%2) = HkN:1(1 + k%) H;CL:NJrl(l +
zeigen, dass

limp o0 [TR—ny 1 (1 + k%) =limp oo [Tho (1 + W) = a,, existiert.
Falls t > 0 ist die Folge (a,) steigend, sonst ist sie fallend. Weiter ist sie
monoton, deswegen existiert ein Grenzwert, wenn sie beschrénkt ist. Es

t o 1
folgt 0 < a, < [Tj_,(eh?) < k=1 52)
Grenzwert existiert.

k%) fiir jedes t existiert.

k%) gilt, reich es wenn wir

< oo. Weshalb der

Ex. Zeige mit der Def. des Grenzwertes, dass
limnﬁoo(\/2n + cos(n) —+v2n+1) =0.
Wir formen zuerst um und schétzen ab:

_ _ | cos(n)—1] < 2
‘\/271 +oos(n) — van +1] |v2n+cos(n)+v2nti| — vVntl’

verwenden wir die definition des Grenzwertes:

Nun

5. Somit haben wir gezeigt, dass fiir ein
ap — 0| < €,Vk > n.

2 —
| 7
beliebiges € ein n existiert, so dass

Ex. Berechne den Grenzwert lim__ 4 log() —sin(em)

Vz—1
Wenn |z — 1| klein genug ist konnen wir die Taylor Reihe verwenden.
Dann gilt:
0) —si . z—1|2 3
log(l)zinll(lﬂ) _ (4m)(z 13)::?(@ 117 _ 14wV =1+ 0(z —1]2).

log(x)—sin(xzm) -0

Somit ist lim_ ;4 —

n _i2
)) 2 .
Wir verwenden wieder die Taylorreihen fiir cos und log

=)" = exp(nlog(cos( f))) = exp(nlog(l — & + o)) =
exp(n(— 4 + O(4))) = exp(— 5 + O()) 5" exp(—4).

Ex. Zeige, dass fiir alle t € R hmnqm(c%(

cos(

) —

Ex. Berechne lim,_,
er verwenden die Potenzrelhe Darstellung des Sinus
»2k+1

Zk*l( Dk @+ —
Quotlentenkrlterlum dass diese Potenzreihe fiir jedes x € R absolut
konvergent ist. Da der Wert der Potenzreihe fiir x = 0 gegen 1
sin(z) _ 1.

z

sin(z)
= -

Zk:1(_1)kﬁ- Zudem zeigen wir mit dem

konvergiert, schliessen wir limg;_, 0

Ex. Fiir welche = konvergiert die Reihe } 72, |z|™'?

Falls || > 1 sehen wir, dass lim, o |2|™ # 0, also muss die Reihe

divergieren. Falls x < 1 ist > 77, |z < >ohzq |lz|™ und da dies eine

Geometrische Reihe mit Basis | 1 ist, konvergiert die Reihe.

Ex. Stelle (1 + ¢®)? als Potenzreihe dar.

Esgilt D02 b =b,> 02 ek =cund > 72, bp +cp =b+c. Also

koénnen wir die Potenzreihe in einzelne Summanden aufteilen:

(1+Ez)3:1+3ez+3€21+631‘:1+23%+32nn 37;1;71.
n=0

n!

> n n
14 Z 3+3n!+3 "
n=0
n > 0 unterscheiden.

. Nun miissen wir nur noch den Fall n = 0 und

Ex. Zeige, dass das Cauchy Produkt der beiden divergenten
Reihen 2+ 2+22+ ... und —1+ 1+ 1 + ... absolut konvergiert.
Wir berechnen Y27 0(27 0@n—j3b;) = aobo + 3207 (307 an—jsb;) =
S (= 2n4on—ly 42l 42) = =243 00 (1-(1=2")=2") = > 72 ck
mit ¢g = —2 und ¢,, = 0. Offensichtlich konvergiert c¢,, absolut.

Ex. Sei ) 7, ar absolut konvergent und ) 72, by nur
konvergent. Folgt daraus, dass > 7, by sin(ax) konvergiert?
Zuerst zeigen wir, dass limy, oo bn = 0. Da > 72, by konvergiert, wissen
wir dass Y77 | ¢ konvergiert, wobei ¢; = 0, ¢y = bx—1 und

n n
limp oo 2 b =liMp oo Y ¢ —
k=1 k=1
n n
limy, o0 by = limp o0 ( D) bk — > cx) = 0. Nun verwenden wir die
=1 k=1
Abschétzung |sin(z)| < |z|, woraus folgt, dass > 72 ; sin(ax) absolut
konvergiert. Wir wissen dass die Folge (by) einen oberen Grenzwert
C > 0 hat, deshalb gilt: |b, sin(ay)| < Clan|, was den Beweis
abschliesst.

Ex. Zeige fiir alle k € N und 0 <z < /(4k + 5)(4k + 6) gilt:

22 4 »2(2k+1)

cos(z) 21— G+ G — -+ — EFIT
Der Kosinus konvergiert gleichmaéssig und

»2(20+1) LA+ 2A(kFD)+2
cos(z) — (1 — 2I + 4 4v ———— FErEnT) = kel GRFANT — GRFAEDT

2A(k+1) LAk +2

Daz < /@k +1) + Dk +1) +2) = &rray — oy = 0
koénnen wir schliessen, dass

LA (k+1) 24(k+1)+2
0<z<+(4k+5)(4k +6) = (4k+4,), — f4k+4l+2)! >0, VI>1.

Ex. Konvergiert f,(z) =z — 2nz falls 0 < z < 1/2n, 2 — 2nz falls
1/2n <z <1/n, 0 falls 1/n < z < 1 gleichméissig?

Nein, fp(z) konvergiert punktweise gegen f(x) = 0. Fiir z = 0, gilt
fn(z) = 0 fir jedes n. Fir « > 0 wéhlen wir ng € N so dass z > 1/ng.
Dann gilt > 1/n fir alle n > ng. Also ist f,(z) = 0 fir n > no. Wir
behaupten nun, dass f, (x) nicht gleichméissig konvergiert. Es gilt fiir
jedes n, dass fn(5) =1 und damit f,(55) — f(55) = 1. Damit gilt
aber auch suplea( 1 () = f(2)| 2 [fn(5=) — f(55)] =1 # 0 und die
Funktionenfolge konvergiert nicht gleichméssig.

Ex. Sei zg ein Haufungspunkt von DN|zg, oo, DN] —

00, zo| mit
der Eigenschaft lirnm_mar f(z) = +o0, me—ma f(z) = —oco. Zeige,

. 1 —
dass limg 4, TTI@Z =
Wir verwenden die Definition des Haufungspunktes. Es gilt

1 1 2 . . "o ,
YTy < 71_*_% =35 Wir wahlen nun §” = min(4,4"). Dann

= €¢/. Nach Definition haben wir somit

erhalten wir \W -0/ < 2+1

gezeigt, dass der Grenzwert 0 ist.

Ex. Bestimme die Konstanten a,b so, dass die Funktione

f: z — x2 —ax+b falls < -1, (a+b)z falls -1 <z < 1, 22 +azx—b

falls z > 1 auf ganz R stetig ist. Die einzelnen Funktionen sind stetig,

daher miissen wir nur noch die Punkte £1 tiberpriifen. Es muss gelten

lim _,_,4(a+bx=1+a+bundlim _,_(a+b)xz=1+a—b Wenn

wir diese Gleichungen 16sen, erhalten wir a = —1 und b = %

2% 70241
=841

Ex. Sei f:z — , zeige, dass f auf ganz R stetig ist und

min. eine Nullstelle besitzt.

Arithmetische Operationen sind stetig auf R und die Verkettung von
stetigen Funktionen ist ebenfalls stetig. Somit wissen wir f ist stetig auf
ganz R. Es gilt f(—1) < 0 und f(2) > 0, mit dem Zwischenwertsatz folgt
nun dass f eine Nullstelle in [—1, 2] hat.

Ex. Sei f(z) =z fiir z € Q und f(z) =1 — z sonst. Zeige, dass
Ty = % der einzige Stetigkeitspunkt ist.

Wir nehemn an ¢ # 1/2 und machen eine Fallunterscheidung. Zuerst
nehmen wir an zg € R\Q ist ein Stetigkeitspunkt. Wir definieren

(yn) = %, somit ist limy, oo Yn = xo und

limy oo f(Yn) = z0 #1 — zo = f(xo). Somit ist f fiir alle zop € R\Q
nicht stetig. Nun nehmen wir an zo € Q\{1/2}. Wir definieren

(yn) = o + ? € R\Q limy,,— 00 Yn = o und

limp o0 f(yn) =1 — 20 # 20 = f(x0). Somit ist f fiir alle zg € Q\{1/2}
nicht stetig. Nun miissen wir noch zeigen, dass f in x¢ stetig ist. D.h.
Vedd|lx — xo| < 6 = |f(xz) — f(xo)| < €. Merke zo € Q nun wihlen wir



6 = € und erhalten

[f(z) — f(zo)| = |f(z) —1/2| =

stetig in zg.

|r —1/2| = |z — o] < § = e. Daher ist f

Ex. Sei f:[0,In(2)] — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass es
1 €0,n(2)], f(n) = o ["P e e f(w)da gibt.

e —e
Nach dem Min-Max Satz hat f ein Maximum b und ein Minimum a, so
dass f[0,1n(2)] — [f(a), f(b)]. Daher gilt:
@) [ @ e emdw < [o" D " " f(m)dw < f(b) f3" P e
rechnen wir fln(z) e®dzr = e?> — e aus. Wenn wir den
Zwischenwertsatz anwenden, erhalten wir somit es existiert ein

n € [0,1n(2)], so dass f(a) < f(n) = ot e e f(w)dn < f(b).

Ex. Sei f, :[0,1 m
f(z) = limp 00 fn(z). Konvergiert die Funktion gleichméassig?
Gilt limp, 00 [y fn(z)dz = [ f(z)dz?

Es gilt lim,, o0 fn(z) = 0 = f(z). Die Konvergenz ist nicht
gleichmissig, da supg<, <1 [fn(2)] > 1,Vn € N. Weiter gilt

limg, — 0o f01 frn(z)dz = f(]l f(z)dz = 0, denn

fo fn(z)dz = 2nm|0 — 0.

Ableiten und Integrieren

Ex. Zeige, dass f: x — = + e¢* bijektiv von R nach R ist und die
Inverse auf ganz R differenzierbar ist.

f'(z) =1+ ¢€® > 0,Vz € R, somit ist f streng monoton wachsend und
umkehrbar. Dazu gilt limg_, — o f(z) = —oo und lim; o f(z) = oo
somit ist f bijektiv von R zu R.

*e"dz. Nun

2_¢

] >Rz — Zeige, dass

Ex. Zeige, dass 1 +x < e”,Vx € R.

Wir definieren f : 2z — e¢® — 1 — z. Da die Exponentialfunktion schneller
als jedes Polynom wichst, gilt lim,_, _ o f(z) = limy— o f(z) = c0. Da
f stetig ist, nimmt sie ein Minimum an. Da f’(z) = 0 genau fiir z = 0,
ist dies eine globale Minimalstellen. Somit folgt 0 < f(z) = 1+ z < e®.

Ex. Berechne dle Minimal-/Maximalstellen von

firz—V1+ z,z € [0, 5].

f(z) = \/m@f V1+z), also ist f' > 0 genau dann wenn,
x> 1. Dann ist f monoton fallend auf [0, 1] und stark monoton

wachsend auf [%,5]. Wenn wir nun noch f(5) > f(0) vergleichen, sehen

wir das die Maximalstelle bei 5 und die Minimalstelle bei l liegt.

Ex. Differenziere f(z) = fcc:(: cos(t)dt.
f(z) = F(e”) — F(cos(z)) = f'(z) = F'(e*) — F'(cos(x))
Wir wissen, die Ableitung eines Integrals ist die innere Funktion, dazu
kommt nun noch innere Ableitung und wir erhalten:
f'(x) = cos(e”) - €” + cos(cos(x)) - sin(z)

Ex. Sei f differenzierbare mit f(zg) # 0 fiir mindestens ein
zo € R. Weiter gilt f(z + y) = f(z)f(y). Zeige f(0) = 1.
Sei b:= f(z0), so dass b # 0. Dann gilt
bf(0) = f(xo)f(o) = f(xo +0) = f(wo) = b, also ist

f(0) = bf(O) b _
Ex. Sei f(z) = zsin(2) mit f(0) = 0. Zeige, dass f in 0 nicht
differenzierbar ist.

Es reicht eine Folge (y») zu finden, die gegen 0 strebt sodass M

nicht konvergiert. Dafiir wahlen wir y,, = =. Es gilt M = =+1.

™n

Da y, — 0, haben wir gezeigt, dass f nicht dlfferenmerbar 1st

Ex. Sei f eine Funktion, die in z( differenzierbar ist. Sei n > 2,

berechne limj,_.q f(zo+"h)7f,5$0+("72)h) .

M =n- f'(z0). Somit
[zqtnh)—flrgt(n=2M) _ 5. ¢(5).

Fiir n > 0 haben wir limy_o

erhalten wir fiir n > 2 limy_,o

Ex. Zeige, dass f gerade = f’ ungerade.
Es gilt zu zeigen, dass f'(—z) = —f(z).
f/ (=) = limp_o W = limp_0

x l— xT
f( +}i;)1/ f(=z) :7f/(a:)

Ex. Zeige, dass die Funktion f: R — R,z — e”
z = 0 verschwindet.

Es gilt offensichtlich f(0) = 0. f'(z) =e” —1 > 0 fiir > 0. Dass heisst,
dass g auf ]0, oo[ strikt monoton wéchst. Analoges gilt fiir z < 0, deshalb
ist = 0 die einzige Nullstelle von f.

fle—h)=f(z) _
h
limp, 0

— 1 — 2z nur fiir

Ex. Zeige, dass fiir f(z) = sin(z + a) gilt £ (z) = sin(z + a + nr).
Wir verwenden Induktion. Fiir n = 1 gilt:
f'(z) = cos(x + a) = sin(z + a + m/2). Fiir den Induktionsschritt gilt:
™ = (sin(z + a + W))’ =cos(z +a+ W) =sin(z 4+ a + &F).
Ex. Gegeben die Funktion f:z — z” benutze die Taylor
Approximation im Punkt z¢p = 1 zur dritten Ordnung, um eine
Approximation von (%)% anzugeben.
Wir berechnen zuerst die ersten drei Ableitungen:

@ 2 @ i
f'(@) = (1 +In(2))x ,f”(w)Z: (1;*- In(2))*2® + 2=, f"(z) =
(1 +In(z))3z® + M — Z5. Nun kénnen wir die Taylor
Approximation
fl@) = f(1) + f ()
Dies ergibt dann f(%) ~

1) + @(r —1)2 + %(m — 1)3 berechnen.
1+(E-D+E -0+ 33 -1 =13

Ex. Sei f(z) = [5~°
wohldefiniert ist.
Wir fixieren ein « > 0 und miissen nun zeigen, dass fir
h(t) = fof e~ Y cos(y)dy ein lim,, o h(n) exisitert. Wir machen folgende
Abschatzung: |h(T + s) — h(T)| = f;,urﬁ e ™Y cos(y)dy <

(e—=(T+s) _
f,}:*s e~ dy = =(¢ o :) c < ﬁ Es folgt, dass (h(n)) eine
Cauchy Folge ist und y = lim,, o h(n) exmtlert Aus
() =yl < 1h(t) = (L)) + [R([E]) ~ 9] < — o= + I(L2)
folgt, dass lim,,— o h(n) = y.

e~ Y cos(y)dy x €]0, co|, zeige, dass f

7zT)

_ y‘ Ht—»oo 0

Ex. Integriere fol t2 cos(2t)dt.

Wir wenden zwei mal partielle Integration an.

f t2 COS(Qt)dt 3 sm(2t)t2 (1) fol sin( Qt)tdt =

3 sin(2) + ((:os(2t)t)|0 s/l L cos(2t)dt = 3 sin(2) + 3 cos(2) — 1 sin(2).
Ex. Integriere folgende Funktion f(z) = m

Zuerst verwenden wir Partialbruchzerlegung um

flz) = 2(t+11)2 — 4(t1+1) + 4<t171) zu erhalten. Nun kénnen wir die

einzelnen Briiche leicht integrieren. Somit ist

F(z) = 2(:7;1) — 1 (log(t + 1) — log(t — 1)).
Ex. Integriere folgendes uneigentliches Integral: f1°° I% m+1 dzx.
Wir formen zuerst um und machen eine Abschéatzung, L%, W/ 111 < L% da

x% bekanntlich konvergent ist und unser Integral monoton wachsen ist,
koénnen wir schliessen dass der Grenzwert fiir das Integral existiert, d.h.
es konvergiert. Wir machen die Substitution ¢ = ,/—%= und erhalten:

x+1

3/2 "
flaa%S shrde = 2(—3 +\/E+23/ —V2). Fiir a — oo
ergibt dass 2(2 — v/2).
Ex. Integriere folgendes uneigentliches Integral: ff°oo %émdw

Da sowohl Nenner als auch Z&dhler immer positiv sind, konvergiert das

e

Integral, genau dann wenn f°° L dx konvergiert. Mit der
l/z

Substitution t = % erhalten wir fA £
€ z2

s + e A . Dieser
Ausdruck strebt nach 1 fiir e — 07, A — co. Somit konvergiert das
—1 /z

C—m—dx = 2.

de = —e™

Integral und der Grenzwert ist 2 * 0

Ex. Berechne fiir alle m € N* den Wert des Integrals
07r/2 os" (z)dz.

Fur m= 1 und m = 2 haben wir:

fo 2 cos(z)dz = 1 fo % cos?(z)dz = Z. Fiir m > 3 gilt:
0"/2 cos™(z)dx = (m + 1) f"/2 cos{™=2) (z) sin?(z)da = (m +

Dy /2 cos(m=2) (z)dx — 0«/2 cos™ (z)dz) = 2=t fO”/Q cos(™=2) (z)da.

Ex. Zeige, dass fiir jedes ¢ € R die Funktion exp(—t?) auf | — oo, (]
nach t integrierbar ist.

Es geniigt zu zeigen, dass exp(—t?) auf ] — oo, —1] integrierbar ist, da die
Funktion auf] —1,c firall ¢ > —1 1ntegr1erbar ist. Um dies zu zeigen
verwenden wir folgende obere Schranke der Funktion: exp(—t2) < exp(t).
Somit ist

f:olo exp(t)dt = limg— — oo f;

Ex. Sei f

:[0,1]—>]Rmitx:Ofﬁrw:OoderzeR\Qund%fijr
r=2=2

R Zeige, dass f integrierbar ist.
Wir wollen zeigen, dass sowohl Ober- als auch Untersumme gleich sind.
Wir merken, dass jede Partition [z;_1, x;] eine irrationale Zahl
beinhaltet, solange x;_1 # z;. Damit ist die Untersumme immer 0. Sei
e > 0,n €N, so dass % < 5 und B, die Menge aller koprimen Briiche
mit Nenner kleiner gleich n. Sei m = #B,,, wéahle £ > m und

= {z0, ..., zx } eine Partition mit max;<j<w|zi — zi—1| < 75, wir
notleren P = P = . Da B,, aus m Elementen besteht, gibt es hochstens

Lexp(t)dt = limg_, _oo(e™! —e?) = e~ L.

2m Intervalle, dle B,, schneiden. Falls z ¢ B,,, dann ist = entweder
irrational oder ein Bruch 2 mit ¢ > n. Somit gilt f(z) < 1. Wir
schétzen die Obersumme S(f, P) von oben ab: S(f, P) =

> Jz 171,11]m5n¢0(zz —zi—1)fi + Z [2j_1,2;]NBp= o(@i —xj-1)f;
Die erste Summe lauft iiber < 2m Indlzes und es gilt f; < 1. In der
zweiten Summe konnen wir f; mit % abschatzen. Wir kombinieren und
erhalten S(f,P) <2mz% -1+1-L1 < £+ & =¢. Somit haben wir
gezeigt S(f, P) — s(f, P) < e und f ist integrierbar.
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